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Noen nyttige konstanter:
Newtons gravitasjonskonstant: G = 6,673 x 107! m3kg=!s72

Lyshastigheten i vakuum: c=299792458m/s
Permeabiliteten i vakuum: po = 4m x 1077 N/A?
Permittiviteten i vakuum: €0 = 1/(poc?) = 8,854 x 1072 F/m

Oppgave 1:

a) Hvordan transformeres et elektrisk felt E = E(r,t) under en rotasjon en vinkel o om
x-aksen?
Vis at Maxwells ligning for det elektriske feltet,

v-E=L (1)
€0

der p = p(r,t) er ladningstettheten, er invariant under denne rotasjonen.
b) Under hvilke andre transformasjoner er ligning (1) invariant?

c) Gitt at det elektriske feltet E er rotasjonsinvariant om x-aksen, hvordan ser det da ut?
Angi z-, y- og z-komponentene av E i det mest generelle tilfellet.
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Oppgave 2:

Gitt en statisk og rotasjonssymmetrisk metrikk av formen
ds? = e®* 2dt? — e dr? — 2 (d92 + sin%f d<p2) , (2)

der ¢ er tiden og r,0, ¢ er polarkoordinater, mens a = a(r) og b = b(r) er funksjoner av r.
Gitt ogsa et rotasjonssymmetrisk elektromagnetisk felt, ikke ngdvendigvis statisk.
Radialkomponentene av henholdsvis det elektriske feltet og den magnetiske flukstettheten er
E, = E.(r,t) og B, = B,(r,1).

Felttensoren F),, kan skrives som en 2-form:

1
inijdx“/\dx” = E,dtANdr+ E,dt Ady + E,dt Adz
+B;dz ANdy + Bydr Adz+ B, dy Adzx

der £, Ey, E, og B, By, B, er komponenter av det elektriske feltet og den magnetiske fluks-
tettheten. Sammenhengen mellom koordinatene z,y, z og polarkoordinatene r, 8, @ er at

T = rsinfcosy ,
y = rsinfsingp ,

z = rcosf .

a) Vis at
F=FE,dtAdr— B,r’sin0df Adyp .

b) De fire kildefrie Maxwell-ligningene sier at den ytrederiverte av felttensoren er lik null:
1
dF = 3 Fupda? ANdzt Ada” = 0.

Vis at for det rotasjonssymmetriske feltet er denne ligningen (for r > 0) ekvivalent med

ligningene
8(7’2Br) —0, 0B, —0,
or ot
som har lgsningen
MOCQm
B, = B,(r) = el

Qm er en konstant (en magnetisk punktladning i origo).

c) Den Hodge-duale av en 2-form F),, defineres som

N 1
o = 5 €xlaB |g| g'wg/\yF;w .

€xrap €r det totalt antisymmetriske Levi-Civita-symbolet.
La den metriske tensoren g,,, og den elektromagnetiske felttensoren F),, veere rotasjons-
symmetriske, som gitt ovenfor. Vis at da er

E
F=—ce’™" B dt Adr — —r*sinfdd A dg .
ce
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d) Nar elektrisk ladning og strgmtetthet er null, kan de fire gjenvaerende Maxwell-ligningene
skrives som d *F = 0.
Anta at denne ligningen gjelder for r > 0, og finn E,(r,t) av den.

e) Regn ut energi-impulstensoren

1 1
T;w = % <_gn/\ Fnu Fy, + 1 Guv gn)\ gpg an F/\a>

for det rotasjonssymmetriske elektromagnetiske feltet, med g,,, E, og B, som gitt
ovenfor. Vis spesielt at
TOO _ NOCQ e2a Q2

32m2rd

for en konstant (). Hva er betydningen av Q7

Oppgave 3:
Einsteins gravitasjonsligning med en kosmologisk konstant A har formen

81G
G/w - Aguz/ = 0—4 T;w . (3)

g er den metriske tensoren, G, er Einsteins krumningstensor og 7}, er
energi-impulstensoren.

a) Hvorfor ma A vare konstant?

b) Gitt en statisk og rotasjonssymetrisk metrikk som i ligning (2). Da er

Gy O 0 0
_ 0 Gy 0 0
Guv = 0 0 Gy 0 ’
0 0 0  Goysin?6

med

Goo = _ L (1—e))
G11 = T_IZ (27’&’ +1-— eQb) s

Gy =re 2 (rd" + (1 +rd)(d —1)) .

Her er ¢’ = da/dr, osv.
Anta at metrikken har denne formen, sett inn 7}, for r > 0 fra oppgave 2, punkt e), og
lgs gravitasjonsligningen, ligning (3), for r > 0.



