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Oppgave 1:

Gitt en rotasjonssymmetrisk metrikk av formen

ds2 = f0 c
2dt2 � f1 dr

2 � f2
�
d�2 + sin2� d'2

�
;

der f0 = f0(r), f1 = f1(r) og f2 = f2(r) er positive funksjoner av r, og c er
lyshastigheten i vakuum.
Anta at tiden t, radien r og vinklene � og ' alle er funksjoner av en parameter
u, og at dette beskriver banen til en punktpartikkel med masse m.
Lagrange-funksjonen til partikkelen er

L = �mc
ds

du
= �mc

vuutf0 c2
�
dt

du

�2

� f1

�
dr

du

�2

� f2

 �
d�

du

�2

+ sin2�

�
d'

du

�2
!
:

a) Hva menes med at virkningsintegralet S =
R u2
u1

Ldu er reparametriser-
ingsinvariant?

b) Finn bevegelsesligningene (Euler{Lagrange-ligningene) for partikkelen.

c) Vis at en partikkel som starter i ekvatorialplanet � = �=2, med en
hastighetsvektor i ekvatorialplanet, vil bevege seg hele tiden i dette planet.
Hva kan du si om de banene som ikke ligger i ekvatorialplanet?

d) Vis at hvis hastigheten er radiell ved ett tidspunkt, vil den alltid v�re
radiell.

e) Vis at en partikkel som ligger i ro i et gitt �yeblikk, i r = r0, vil bli liggende
i ro dersom f 0

0
(r0) = 0. Hva skjer hvis f 0

0
(r0) > 0, og hvis f 0

0
(r0) < 0?
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f) Hva er betingelsen for at partikkelen kan bevege seg i en sirkelbane i
ekvatorialplanet, alts�a med � = �=2 og r = r0 = konstant?
Vis at oml�pstiden for en slik bane er

T =
2�

c

s
f 0
2
(r0)

f 0
0
(r0)

:

Vis at omkretsen (lengden) av sirkelbanen er P = 2�
p
f2(r0) :

For en slik sirkelbane kan Keplers tredje lov for planetbevegelse skrives
som

T 2

P 3
= konstant :

g) Vi ser n�a p�a en bane med � = �=2 og r = r0 + �r, der r0 er konstant,
mens �r = �r(') er en liten perturbasjon av sirkelbanen. Til laveste
orden i �r er

d2(�r)

d'2
+ F (r0)�r = 0 ; (1)

med

F =
f 02
f1

�
�
f 00
f0

+
f 000
2f 0

0

+
f 02
f2

�
f 002
2f 0

2

�
:

(Det kreves ikke bevis!)
Hva er betingelsen for at sirkelbanen � = �=2, r = r0 skal v�re stabil?
Hvis ligning (1) er bevegelsesligningen for en planet i bane rundt sola,
hvor stor er perihelbevegelsen for hvert oml�p?

h) Unders�k Schwarzschild-metrikken

ds2 =

�
1�

RM

r

�
c2dt2 �

dr2�
1� RM

r

� � r2
�
d�2 + sin2� d'2

�
;

der RM er en konstant (Schwarzschild-radien).
Se p�a betingelsen for stabile sirkelbaner, Keplers tredje lov, perihelbeveg-
elsen.

i) Unders�k p�a samme m�aten en skalar gravitasjonsteori, der gravitasjonspoten-
sialet fra en punktmasse M i origo er et skalarfelt

�(r) = �
GM

r
= �

RM c2

2r
;

og der Lagrange-funksjonen til en partikkel som beveger seg i gravitasjons-
feltet er

L = �m(c2 + �(r))

s
1�

v
2

c2
= �mc2

�
1�

RM

2r

� s
1�

v
2

c2
:

G er Newtons gravitasjonskonstant. v = dr=dt er hastigheten til par-
tikkelen.
Hvordan samsvarer denne teorien med observasjoner?
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Oppgave 2:

Einsteins gravitasjonsligning med en kosmologisk konstant � har formen

G�� � �g�� =
8�G

c4
T�� : (2)

g�� er den metriske tensoren, G�� er Einsteins krumningstensor og T�� er
energi-impulstensoren.

a) Hvorfor m�a � v�re konstant?

b) En statisk, rotasjonssymetrisk metrikk kan skrives p�a formen ds2 = g��dx
�dx� ,

der x0 = ct, x1 = r, x2 = �, x3 = ', og

g�� =

0
BBB@

e2a 0 0 0
0 �e2b 0 0
0 0 �r2 0
0 0 0 �r2 sin2�

1
CCCA :

a = a(r) og b = b(r) er funksjoner av r. Da er

G�� =

0
BBB@

G00 0 0 0
0 G11 0 0
0 0 G22 0
0 0 0 G22 sin

2�

1
CCCA ;

med

G00 =
e2a

r2
d

dr

�
r
�
1� e�2b

��
;

G11 =
1

r2

�
2ra0 + 1� e2b

�
;

G22 = r e�2b
�
ra00 + (1 + ra0)(a0 � b0)

�
:

Her er a0 = da=dr, osv. (Igjen kreves ikke bevis!)
Anta at metrikken har denne formen, anta vakuum for r > 0, og l�s
gravitasjonsligningen, ligning (2).

c) Unders�k den l�sningen du �nner (stikkord: tiltrekning/frast�tning, sta-
bile sirkelbaner, perihelbevegelse, Keplers tredje lov).
Hva kan du si om eventuelle singulariteter?

d) Observasjoner av galakser tyder p�a at j�j � 10�52m�2.
Kan dette gi observerbare e�ekter i solsystemet?
St�rrelsen av solsystemet:
Schwarzschild-radien til sola er 3 km.
Middelavstanden fra sola er 58 millioner km til Merkur og
5 900 millioner km til Pluto.


