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Oppgave 1:

Gitt en rotasjonssymmetrisk metrikk av formen
ds? = fo2dt® — f1 dr? — fo (d92 + sin’6 d<p2) ,

der fo = fo(r), f1 = f1(r) og fo = fa(r) er positive funksjoner av r, og ¢ er
lyshastigheten i vakuum.

Anta at tiden ¢, radien r og vinklene 0 og ¢ alle er funksjoner av en parameter
u, og at dette beskriver banen til en punktpartikkel med masse m.
Lagrange-funksjonen til partikkelen er

ds de \ 2 dr\? do\? dp\?
— - 2 (22 ) _ -\ _ - in2 -
L =—mc Tu mc\}foc (du) f1 (du) fo ((du) + sin“@ (du)

a) Hva menes med at virkningsintegralet S = ['* L du er reparametriser-
ingsinvariant?

N——

b) Finn bevegelsesligningene (Euler-Lagrange-ligningene) for partikkelen.

c) Vis at en partikkel som starter i ekvatorialplanet # = m/2, med en
hastighetsvektor i ekvatorialplanet, vil bevege seg hele tiden i dette planet.
Hva kan du si om de banene som ikke ligger i ekvatorialplanet?

d) Vis at hvis hastigheten er radiell ved ett tidspunkt, vil den alltid vaere
radiell.

e) Vis at en partikkel som ligger i ro i et gitt gyeblikk, i 7 = rg, vil bli liggende
i ro dersom fj(ro) = 0. Hva skjer hvis f{(ro) > 0, og hvis f{(ro) < 07
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f) Hva er betingelsen for at partikkelen kan bevege seg i en sirkelbane i
ekvatorialplanet, altsa med 6 = 7/2 og r = rp = konstant?
Vis at omlgpstiden for en slik bane er

_2m [ f3(ro)
¢\ folro)

Vis at omkretsen (lengden) av sirkelbanen er P = 2w \/ fo(rg) .
For en slik sirkelbane kan Keplers tredje lov for planetbevegelse skrives
som

2

3 = konstant .

g) Vi ser na pa en bane med 0 = 7/2 og r = o + Ar, der ry er konstant,
mens Ar = Ar(p) er en liten perturbasjon av sirkelbanen. Til laveste
orden i Ar er

d?(Ar)
dy?

+ F(rg) Ar =0, (1)

pofi( B S5 H
i\ fo 2fy  f2 2/

(Det kreves ikke bevis!)

Hva er betingelsen for at sirkelbanen 6 = 7/2, r = ry skal vaere stabil?
Hvis ligning (1) er bevegelsesligningen for en planet i bane rundt sola,
hvor stor er perihelbevegelsen for hvert omlgp?

h) Undersgk Schwarzschild-metrikken

R dr? .
ds® = (1 — TM> Adt? — (1_7rRTM) —r? (d92 + sin’6 d(p2) ,

der Ry er en konstant (Schwarzschild-radien).
Se pa betingelsen for stabile sirkelbaner, Keplers tredje lov, perihelbeveg-
elsen.

i) Undersgk pa samme maten en skalar gravitasjonsteori, der gravitasjonspoten-
sialet fra en punktmasse M i origo er et skalarfelt

GM RM 02
¢(T) - r - o
og der Lagrange-funksjonen til en partikkel som beveger seg i gravitasjons-
feltet er
2 2
. 2 v _ 2 RM v

G er Newtons gravitasjonskonstant. v = dr/dt er hastigheten til par-
tikkelen.
Hvordan samsvarer denne teorien med observasjoner?
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Oppgave 2:
Einsteins gravitasjonsligning med en kosmologisk konstant A har formen

G

G;w - Ag;w = 0—4 T;w . (2)

guv er den metriske tensoren, G, er Einsteins krumningstensor og 7}, er
energi-impulstensoren.

a) Hvorfor ma A vere konstant?

b) En statisk, rotasjonssymetrisk metrikk kan skrives pa formen ds® = g, dz"dz",

der 2% =ct, 2! =r, 22 =0, 23 = ¢, og
e’ 0 0 0
| 0o —e® o 0
G =1 0 0 —2 0
0 0 0 —r?sin%f

a = a(r) og b = b(r) er funksjoner av r. Da er

Gy O 0 0
_ 0 Gy O 0
Gy = 0 0 Gy 0 ’
0 0 0  Goysin?é

med

eZa d _op

Ggozﬁg(r(l—e )),
— 1 / 2b

Gn—ﬁ(%a—)—l—e),

G = re 2 (ra" + (1 +rd')(d' =) .

Her er o' = da/dr, osv. (Igjen kreves ikke bevis!)
Anta at metrikken har denne formen, anta vakuum for r > 0, og lgs
gravitasjonsligningen, ligning (2).

¢) Undersgk den lgsningen du finner (stikkord: tiltrekning/frastgtning, sta-
bile sirkelbaner, perihelbevegelse, Keplers tredje lov).
Hva kan du si om eventuelle singulariteter?

d) Observasjoner av galakser tyder pa at |A| < 10752 m~2,
Kan dette gi observerbare effekter i solsystemet?
Storrelsen av solsystemet:

Schwarzschild-radien til sola er 3 km.
Middelavstanden fra sola er 58 millioner km til Merkur og
5900 millioner km til Pluto.



