Eksamen i klassisk feltteori, fag 74 350, 24. august 1995
Lgsninger

la) Koordinatene x,y, z transformeres slik:

T I=x,
Yy = y=ycosa— zsina,

z— yJ=ysina+ zcosa .

Den inverse transformasjonen er en rotasjon en vinkel —a:

I—x= I,
Y= y= 9ycosa+zsina,
Zr z=—ysina+zcosa.
Det roterte feltet E er definert ved at
E,(7,t) = Eu(r,1),
E,(r,t) = Ey(r,t)cosa — E,(r,t)sina,
E.(r,t) = Ey(r,t)sina+ E,(r,t)cosa .
Helt eksplisitt er da
Em(x,y,z,t) = E.(z,ycosa+ zsina, —ysina + zcos a, t) ,

Ey(z,y,2,t) = Ey(zr,ycosa+ zsina, —ysina + zcosa, t) cosa

( )

( )

—FE,(z,ycosa+ zsina, —ysina + zcos a, t) sina ,

E,(z,y,z2,t) = y(x,ycos o+ zsina, —ysina + zcos a, t) sina
( )

+FE,(r,ycosa+ zsina, —ysina + zcosa, t) cosa .
Ladningstettheten transformeres som en skalar under rotasjon, det vil si at
p(z,y,2z,t) = p(z,ycosa+ zsina, —ysina + z cos a, t) .

Nar vi bruker ligningen V - E = p/ep, finner vi at
v E="L.
€0
Dette betyr, pr. definisjon, at ligningen er invariant under rotasjonen.

1b) Andre transformasjoner som lar ligningen invariant:

— vilkarlige rotasjoner, og vilkarlige translasjoner i rom og tid,
— rominversjon og tidsreversjon,
— ladningskonjugasjon (E — —E, p — —p).

Men ikke generelle Lorentz-transformasjoner, sa lenge vi ikke involverer de tre Maxwell-
ligningene med komponentene av strgmtettheten som kilder.



lc) Betingelsen for at det elektriske feltet E er rotasjonsinvariant om z-aksen er, med E og

E som definert ovenfor, at E = E. Dette skal gjelde for en vilkarlig rotasjonsvinkel a.
Definer v = \/y? + 22. Det mest generelle feltet som er rotasjonsivariant om z-aksen
har formen

ECE = f(x’u’t) Y

Ey = g(x,u,t)y - h(m,u,t)z s

E, = h(z,u,t)y +g(z,u,t) 2,
der f, g og h er vilkarlige funksjoner.

2a) Rotasjonssymmetrien av feltet betyr at

E, = ETEZErSiIIgCOS(p,
r

E, = E,«g:E,usinOSian,
r

E, :ETE:ETCOSH,
r

og tilsvarende for B, By og B,. Videre er

dz = sinfcospdr + rcosfcospdf —rsinfsinpdyp ,
dy = sin@sinpdr + rcosfsingpdf + rsinfcos pdy ,
dz = cos@dr —rsinfdf .

Fglgelig er

dz Ady = rsingdr Adf + rsinfcosfcos pdr A dp — r?sin?f cos o df A de
dz Adz = —rcospdr Adf 4 rsinf cos fsinpdr A dp — 2 sin®fsinpdf A dp ,
dy Adz = —rsin?0dr Adp — r’sinfcos@dd Adyp ,

Det gir at
E dtNdex + Eydt Ady + E,dt Adz = dt A (Epdr + Eydy + E.dz) = E, dt Adr .

og at
BydzAdy + Bydz Adz + B,dy Adz = —B, r’sinfdf Ady .
Som det skulle vises.
2b) Nar F = E,dt Adr — B, r?sinfdf A dyp, sa er

2
dF = %E’" drAdt/\dr+aaE’" andindr - 2B

T t T

sinfdr Adf Ade

B, , .
9 r?sin@dt A df A dp — B, 12 cos@df A df A dyp

B, r? B
= B, 17) a:f ) sinf@dr Adf Ady — %ﬂsingdt/\dQ/\dQD.

F.eks. er dr A dt A dr = 0, fordi ytreproduktet “A” mellom 1-formene dr og di er
antisymmetrisk. Vi ser at ligningen dF = 0 har de to ikke-trivielle komponentene

(B, 1?) 0B,

or ot 0.

=0 og



1

2c) Med koordinatene z° = ct, ! = r, 22 = § og 3 = ¢ har vi fire komponenter av Fu

som ikke er lik null, nemlig;:

E
FUI :_FIU: =T R F23 :—F32:—Br7“28in9.
c
Den metriske tensoren er
e’ 0 0 0
0o —e® 0 0
Iw=1"0 0o - 0 ’
0 0 0 —r?sin%g
med determinant g = —e2(¢+0) p4gin29, og den inverse matrisen er
e 20 0 0 0
gv=| 0 —e 2 0 0
0 0 —1/r? 0
0 0 0  —1/(r?sin?f)

Med definisjonen F5 = g gtV F,, har vi at

E,
ce2(a+d) ’

By

F01:_F102900911F01:_ — .
72 8in 0

FP — 3 — g2, — _
Den duale tensoren *F),,, har ogsa fire komponenter som ikke er null, nemlig:

* * 1
Fop = —"Fip = 3V lg| (F? — F3?) = —e"t B, |

og

* _ * _]' 01 10y __ ET‘ 2 :
F23——F32—§\/|g|(F —F )__cea"‘br sinf .

Dette gir den oppgitte formelen for *F.

2d) Nar vi sammenligner med ligningen dF = 0, ser vi at ligningen d *F = 0 er ekvivalent
med de to ligningene

d E.r® . OE, _
ar ertt & o T
Lgsningen har formen
B 5 (T) B eatb Qe B /1'002 eatb Qe
r r

 dmegr? 4mr?
der Q. er en konstant som representerer en elektrisk punktladning i origo.

2e) En rask sjekk viser at T}, er diagonal.
Da star det igjen & beregne diagonalelementene. Definer

1 1

F - Zg“g””FKpF,\(, _ 5 (900911(F01)2 +922933(F23)2)

1 _e*Q(‘”I’) E,? L) 1022 (= Q% + Qm?)
2 c? ! 3272 '




3a)

3b)

Vi har at

1 1 e—2b E 2 ,U()C2 e2a Q2
T — _ 11 F 2 f — T 2a B 2 —
00 _NO ( g ( 10) =+ goo ) 2410 2 t+e r 322t 7

der vi har definert Q% = Q,,> + Q.°.
Q er sa & si den “totale” ladningen, magnetisk og elektrisk tilsammen.
Videre er

1 1 _6720, E 2 /1'002 e2b QZ
T, = — (— 00 F 2 F)=_—— et QbB 2 —
= ( 9" (Fo1)” + g1 ) 2 2 e by 3972 74

Det tredje diagonalelementet er

1 1
Toy = — (=g (F2)* + 922 F ) = ~—
22 (9 (32) 922) %0

,),,2 e—2(a+b) E 2 B MOC2Q2
Ho

r 2p 2
c2 BT = 32722’
Og det fjerde er

1 .
Ty = — (—g™(Fps)? + g3 F) = Tassin’0 .
Mo

Som en kontroll har vi at

9" Ty = g"Too + gM T11 + g% Toe + g% T33 = 0.

Flytt begge indeksene opp, og skriv gravitasjonsligningen, ligning (2), som
8tG
G* — AgH" = - ™ .

Ta sa den kovariante divergensen av denne ligningen. Det gir at

_ 8nG
= T

G — A g™ — Ag™, T, .

c
Men G*¥., = 0, pga. Bianchi-identiteten.

Videre er g"”,, = 0, fordi metrikken er kovariant konstant, pr. definisjon.
Og endelig er TH”.,, = 0, fordi energi og impuls er bevart.

Av det folger at A ,g"" = 0, og derfor A , = 0, som er det samme som at A er konstant.

Ligningen
87G
G — Mgy = Z—4 T,  forr>0

har 16 komponenter, men bare tre av dem er ikke-trivielle, nemlig:
p=v=0,p=v=1logu=v=2.
Ta forst p =v = 0:

e? d (r (1= e)) - e = 8rG poc® ™ Q* _ Ko™
r2 dr ¢t 32x2 rd

der K er en positiv konstant. En enkel omforming gir ligningen

L)) -ar =t



med lgsningen
Ar? K
r(l—e_%) - =—-——+ Ry,
r

3
der Rjs er en integrasjonskonstant. Her stir det at
e 2b 1 _ Ruy K A_TQ
T r2 3

Satilpy=v=1:

K e2b

%2 (27"a' +1- eQb) + Ae?t = —

Innsatt for ?® gir det at

l—e? K 2 T3 T T3
2a' = e <7e ——3—A7"> =T
r r

Denne ligningen kan integreres direkte, og gir at

K A
2a:2ag+ln<1—R—M+—2——T>,
r r 3

der ag er en integrasjonskonstant. Vi kan like gjerne sette ag = 0, siden dette bare betyr
at vi fikserer tidsskalaen. Det gir at

e2a:e72b:1_R_M+E_A_rQ‘

Dermed er metrikken bestemt. Det gjenstar & verifisere ligningen for y = v = 2:

K
re”? (ra" + (1 +ra')(a' — b)) + Ar® = o

Vi kjenner o', og finner at

_Ry (3K _Ar E(RM_M_M)Z
ra”’ = r’ r’ 3 2\ p2 3 3
{_Bu K _ Ar? 2\ 2
SRR ()
_Ry 3K _ Ar
— ’I“2 + T3 3 —27‘(0/)2
1_R_M_|_K_A'f'2
r r2 3
Dessuten er b = —a, slik at
Eg—Ar
ra" + (1 4rad')(a' =) =rd" +2d' +2r(d)? = r 5
Ry K r
L= T+~

Folgelig er, som vi skulle vise,

K
re”? (ra” + (1 +rd')(a' = V) = = — Ar?.
r



