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Oppgave 1:

Gitt et symmetrisk tensorfelt ¢, = ¢y, = ¢ (), der p,v =0,1,2,3 og z = (2°, 2!, 2%, 23).
I denne oppgaven vil vi bare bruke den egenskapen at feltet transformeres som en tensor
under Lorentz-transformasjoner.

Lagrange-tettheten for feltet ¢, er

1
L= S0 0" (C1 bupp Prva + C2 brpp Drow + Cs barp buvo
+C4 ¢n)\,p ¢/w,1/ + 05 ¢Iip,)\ ¢/w,1/) )

der Cy, Cy, C5, Cy og Cs er konstanter (“koplingskonstanter”).
Den metriske tensoren i den spesielle relativitetsteorien er

1 0 0 0

o =1 0 o
=0 0 -1 0
0 0 0 —1

a) Forklar kort hva som menes med at ¢,, transformeres som en tensor av rang to under
en vilkarlig Lorentz-transformasjon z* — z# = A*, z¥.

b) Er denne feltteorien Lorentz-invariant? Translasjonsinvariant (i tid og rom)?
Begrunn kort svarene.

c) Vis at Euler-Lagrange-ligningene som folger fra Lagrange-tettheten £ kan skrives pa
fplgende form:

n"* (204 bapr + Ciderap + (Co + C5)(bar,8r + Por,an)
+77aﬁ77lw (203 ¢I€/\,ull + CY4 ¢nﬂ,)\u)) = 0. (1)

Hvor mange uavhengige ligninger er det?
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d)

f)

g)

h)

Et felt ¢, = £, (z) kan brukes til & definere fplgende “gauge-transformasjon”:

¢ull = Qz;w = ¢ull + §u,u + 51/,;1 . (2)

Hvilke transformasjonsegenskaper under Lorentz-transformasjoner vil du forlange av
feltet &, (for at ¢, skal transformeres pa samme mate som ¢,,,)?

Vis (ved a bruke enten feltligningen eller Lagrange-tettheten) at teorien ovenfor er
invariant under slike gauge-transformasjoner hvis og bare hvis koplingskonstantene
oppfyller felgende relasjoner:

Co=-Ci+C¢, C3=-C;, Cy=2C;, Cy=-C—-Cy. (3)

Her er Cg en ny vilkarlig konstant.
Hvorfor spiller det ingen rolle i denne teorien hvilken verdi Cg har?

Sett f.eks. C7 = 1, og sett verdiene for Co til C5 som du far fra ligning (3), inn i
feltligningen, ligning (1). Vis at den ligningen du far, er ekvivalent med ligningen

775/\ (¢aﬁ,nA + ¢n)\,aﬁ - ¢om,ﬁ/\ - ¢ﬁn,a)\) =0. (4)

Anta en planbglgelgsning av ligning (4), av formen

¢/w(x) = €uv f(kpxp) ) (5)

der €,, = €,, er en konstant “polarisasjonstensor”, k, er en konstant bglgetallsvektor,
og f er en funksjon av en variabel. Anta at f ikke er konstant.
Hvilke betingelser legger feltligningene pa €., k, og f?

I planbglgelgsningen gitt i ligning (5) er det mulig & transformere polarisasjonstensoren

e ved hjelp av gauge-transformasjoner som i ligning (2).

Vis at det folger av feltligningene at:

1) Hvis k,k* # 0, fins det en gauge-transformasjon som gjor €, = 0.

2) Hvis k, k" = 0, og mer spesielt hvis k, = (1,0,0,—1), fins det en
gauge-transformasjon som gjor

00 00
0 a b 0

“w=10 b —a 0 | (6)
00 00

der a og b er konstanter.

Ligning (4) er identisk med Einsteins gravitasjonsligning i vakuum, nar den metriske
tensoren er g,, = Ny + Puv, 08 Py er en liten perturbasjon.

Nar feltene &, og ¢, begge er “tilstrekkelig sma”, kan gauge-transformasjonen

i ligning (2) tolkes som en liten koordinattransformasjon.

Hva har du na lsert om gravitasjonsbglger?
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Oppgave 2:

Gitt metrikken g, =, + ¢, der ¢, er et symmetrisk tensorfelt, som i forrige oppgave.
La x* = z#(1) veere tid- og romkoordinatene til en punktpartikkel, som funksjon av

en parameter 7. Den firedimensjonale hastigheten til partikkelen er ## = dz#/dr.

Anta at Lagrange-funksjonen er

1
L= —img#,,j:“j:” .

m er en konstant (hvilemassen til partikkelen, hvis hvilemassen ikke er null og 7 er egentiden).
a) Utled Euler-Lagrange-ligningene som fglger av Lagrange-funksjonen L.

b) La feltet ¢,, beskrive en plan gravitasjonsbglge, som gitt i ligning (5), med
en bplgetallsvektor k, = (1,0,0,—1) og en polarisasjonstensor som i ligning (6).
Anta at funksjonen f i ligning (5) er lik null utenfor et endelig intervall, det vil si at
bglgen passerer et vilkarlig punkt i rommet innenfor et endelig tidsintervall.
Anta at hastigheten til partikkelen, for gravitasjonsbglgen passerer, er

x‘u/ = (C,U,U’O) ?

der ¢, u og v er konstanter. c er lyshastigheten, og z,2" = ?—u?—v2>0.
Hvordan beveger partikkelen seg etter at gravitasjonsbglgen har passert?



