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Lgsninger

la) En kovariant tensor transformeres slik under en Lorentz-transformasjon
ot = Th = AF, 2V

» ox* 0 A
b (®) = 52 S e () = (A7), (A7), da(a)

At matrisen A¥, representerer en Lorentz-transformasjon, vil si at n,.\ A", A, = Ny
eller ekvivalent at
N Nex Aﬁu A)\u =n Nuv = oy -

Dette viser at den inverse til matrisen A¥, er
(A—I)MV = 77“’) Nov Aap = Az/“ .
Det siste likhetstegnet her er en definisjon.

1b) Den oppgitte Lagrange-tettheten £ definerer en teori som er bade Lorentz-invariant og
translasjonsinvariant i tid og rom.
Den er Lorentz-invariant fordi £ transformeres som en skalar under Lorentz-transformasjoner.
Den er translasjonsinvariant fordi £ ikke avhenger eksplisitt av tid og rom, dvs. at bade
den metriske tensoren 7, og koeffisientene C; til C5 er konstante i tid og rom.

lc) Euler-Lagrange-ligningene far vi kanskje enklest ved a beregne de deriverte 0L/0¢qs,y
som om symmetrien ¢,3 = ¢g, ikke eksisterte, og sa symmetriserer vi etterpa. Det gir
ligningene

d ( oL, oL )_ 0
dz” 8¢o¢ﬁ,7 a¢ﬁo¢,’y ’

der

d [ oc \ 1 N o
dz? (a%z/?ﬂ) B 2(01 ™70 vy + 00 B )

+C2 (170 gy + 100 By )
+C3 (1P Y oy + 100 o )
+CL (PP By + 1002 bir )
+C5 ™00 By + 10T Brpre))
= Cin™ 00 brvey + Con™ 0 Prgn + Ca 0P 7 b oy

Cy
+7 (ﬂaﬁﬁwﬁw%a,w + nm\na'ynpﬁ¢ﬁ)\m’y) +C5 nm\na’ynpﬁénm/\v

Cy
= UannﬁAnw <Cl ¢n)\,;w + (> ¢nu,)\u + 7 ¢uu,n/\ +Cs ¢/\u,m/>

Cy
_i_naﬁnn)\nlw (Cg ¢m\,;w + 7 ¢,W,,\,,> .



1d)

le)

Symmetrisering gir fglgende Euler-Lagrange-ligninger:

770‘”775/\77’” (201 an/\,;w + 04 Qbuu,n)\ + (02 + C5)(¢nu,/\u + ¢/\u,nl/))
+77aﬂ77m\77lw (203 an/\,;w +Cy ¢nu,)\u) =0.
Dette er ligning (1) i oppgaveteksten, bare med den forskjellen at indeksene « og (3 star

oppe istedenfor nede.
Det er 10 uavhengige ligninger, like mange som det er uavhengige komponenter av ¢, .

&, ma transformeres som en kovariant vektor under Lorentz-transformasjoner.

Det enkleste er & bruke feltligningene. At gauge-transformasjonen ggw, = P +Eup+Eup
er en symmetri, betyr pr. definisjon at feltligningene gjelder for %,W hvis og bare hvis
de gjelder for ¢,,. Siden feltligningene er linezere i feltet ¢,,, er den ngdvendige og
tilstrekkelige betingelsen at vi skal fa en identitet nar vi setter inn differensen

A¢ull = QZ;W - ¢ull = fu,u + fu,u

i feltligningene. Ligningene

77”” (201 (fa,ﬂul/ + fﬁ,aul/) + 04 (§u,uaﬂ + fl/,uaﬁ)
+(C2 + C5)(§a,uﬁu + fu,aﬂu + fﬂ,uau + fu,ﬂau))
+77aﬁ77’€)\77lw (203 (gn,/\;w + €A,n;w) + Oy (fn,u/\u + £u,n)\u)) =0

skal altsa veere identisk oppfylt, for et vilkarlig felt ,. Det er de hvis og bare hvis
201 +Co+C5s=C4 +Cy+C5=203+C, =0.

Losningen av disse tre ligningene for de fem koeffisientene C; til C5 er ligning (3) i
oppgaveteksten, som inneholder to ubestemte koeffisienter C; og Cg.
Verdien av Cy er irrelevant fordi Cy og Cy forekommer i feltligningene bare i kombi-
nasjonen Cy + C5 = —2C', som altsa er uavhengig av Cs.

— X — X — X —
For sammenligningens skyld (til skrekk og advarsel!) kan vi lgse det samme problemet
ved a se pa hvordan Lagrange-tettheten transformeres under en infinitesimal gauge-
transformasjon, altsd med &, infinitesimal. Vi har at

AL = L() — L($)

= % ﬂmﬂ’wﬂm (Cl ((fn,up + fu,np)¢/\u,a + ¢n#,ﬂ(§)\,ua + fu,/\a))
0 ((Erup + Epiamp) Drow + Drpp(Exov + Eopw))
+C3 ((Erpp + Erkp) Purie + PirpEpve + v o))
+C4 ((Erpp + 0 kp)Puow + PirpEpov + o))
+C5 ((&px + €p6)) Puow + PrprEpov + o))

= ﬁmﬂwﬂpg ((201 + 02) §n,up ¢/\u,a +Cs §n,up Qbua,/\
Cy
+ (203 + 7) fn,)\p ¢Mll,0’ + (04 + 05) 55,/\p ¢ua,u

Cy
+7 fp,n)\ Qb;w,a + 05 fp,n)\ ¢ua,u> .



1f)

Betingelsen for at denne transformasjonen skal vaere en symmetri, er at AL er
en divergens av et eller annet vektorfelt AM?, dvs. at AL = AM? , = O(AM7)/0z°.
Hvordan kan AM?7 se ut? Jo, mest generelt slik:

AM? = %nmn’wn’m (A1 &prpdrw + A2Epin b + A3 up Prw + Asinp duv
+ As & Prp + A6y Pvp + A7Epk OPrpw + A&k P
+ A9 &k p Prpw + A10&kp Py + At1 &y Prpw + Ar2 &k Pupa
+A13 e ) Pupw + A1a &y Prvp + A5 Eer Duvyp)

der A; til A;5 er konstante koeffisienter som ma bestemmes. Vi har at

AMC 5 = S0 ( Ay G brvs + A2 Epor Do+ A Gugap Brvs + As by By
+ A5 & Prpo T A6 Ex iy Pupoe + A1Ep ko Pauy + AsEp ko Puv
+ Ag &k po Pauw + A10 &kpo Puvn + A1t ko Prpw + Ar2 &k o Pupn
+A13 € no Pupw T A14 ko Prvyp + A1s Ekro Puvp
+ A1 & wpo P + A2Epre P + A3 &k ppo Prv + As i rpo P
+ As & o Prp + A6 o Pup + A1&pk Prpve + Aok Puvie
+ A9 &k p Prpwo + A10&kp Puvre + At1 Ekp Prpwo + A12 &k Pupro
+A13 e ) Pupwo + A14 ey Povpo + A5 Exx Puv,po)

Den siste halvparten av denne summen, med ledd som inneholder tredjederiverte av &,
eller andrederiverte av ¢,,,, ma vere identisk null. Det gir fglgende betingelser:

A14+Ag = Ag+Ay = A3+ A5 = A7+ Ajg = Ag+A1g = Ag+ A1 = A3 =A1y = A5 =0.
Ligningen AL = AM? , er da ekvivalent med at

4C1+2C; = A3 +Ap+Au =  Az— Ay,
20, = A1 +Ap = A —Ar,
403+ Cy = Ay +A3+ A5 = —Ax+ Ag,
204 +2C5 = Ag+A;+A13 = —A;+ A; ,
Cy = Ay + Ay = Ay — Ag,

205 = As + A9y = —Az3+ Ag.

Det gir de samme tre betingelsene som ovenfor, nemlig:

201 +Co+C5s=Cy+Cy4 +C5=203+C, =0.
Ci=1girCy=—-1+0Cq, C3=—1,Cy =2 0g C5 = —1— (4. Det gir feltligningen

775/\(¢aﬁ,n>\ + ¢n/\,o¢ﬂ - ¢an,ﬂ)\ - ¢ﬂn,a)\ + naﬁnuy(_¢nA,uu + ¢nu,/\1/)) =0. (1)

For a vise at denne impliserer ligning (4) i oppgaveteksten kontraherer vi indeksene «
og (3, dvs. vi multipliserer ligningen med 7*?. Siden n®? Nap = 0 = 4, gir det at

2775/\771“/(_(#&/\,#1/ + ¢nu,)\u)) =0.

Innsatt i ligning (1) ovenfor gir det ligning (4) i oppgaven.
Den omvendte implikasjonen, fra ligning (4) i oppgaveteksten til ligning (1) ovenfor,
vises pa tilsvarende mate.



lg) Nér ¢;w = Euuf(kp$p)a sa er f.eks. ¢aﬁ,n = eaﬁknfl(kpxp) 0g ¢aﬁ,m\ = Eaﬁknk)\f”(kp]:p)'
En mulig mate a oppfylle feltligningen pa er at f” er identisk lik null.
Den andre muligheten er at

nn)‘(faﬁk‘,ﬁk‘)\ + En/\kak‘ﬁ — EankﬁkA — Eﬁnkak‘)\) =0.

Eller, med en liten omskriving:
€as(Fnk") + (1 exx)kaks — (cark™)ks — (€gck™)ka = 0 . (2)
1h) Anta at ¢, = a, F(k,2z”), med a, konstant. Da gir ligning (2) i oppgaveteksten at
bur = b + auky, F'(kpa?) + ay ki, F' (kpa?)

Hvis F' = f, og hvis ¢, = e f(k,xP), samt ¢, = &, f(kyaP), si far vi at

€uv = € + ayky +ayk, .
1) Hvis k,k* # 0, sa sier ligning (2) ovenfor at

€ap = —Akaks + Baks + Bgke -

Der \
IESY €ark”
A= B, = .
ky ket C Tk ke
Da kan vi oppna at €,, = 0 ved at vi velger
A
GJ” = 5 k” — Bﬂ .

2) Hvis k, = (1,0,0,—1), sa er k,k* = 0, og ligning (2) ovenfor sier at
Akokg — Baks — Bgka =0,
hvis vi definerer
A=\ =€ — €11 — €22 — €33, Bo = €axk”™ = €00 + €03 -

Folgende tilfeller er ikke-trivielle:

o, =0,0 : A—-2By=0,
a,f=0,1": B, =0,
a,=0,2: By =0,
a,=0,3: —A+By—B3=0,
a,f=1,3: By =0,
a,f=2,3 : By =0,
o, B=3,3 : A+2B3=0.

Av dem far vi fire uavhengige ligninger:

B, = €10 t+e3 = 0,
By, = €20 +€3 = 0,
A—2By = —e€p —€11 — €22 —€33— 2603 = 0,
A+ 2B3 = €00 — €11 — €22 + €33 +2¢30 = 0.



Siden €03 = €30, glr det at
€11 + €22 = 0.

Gauge-transformasjonen

€00 + 2&0 €01 + a1 €p2 + as €p3 + az — ap

€0+ a1 €11 €12 €13 — a1

€20 + a2 €21 €22 €23 — G2
€30 a3 —ap €31 —a1 €32 — a2 €33 — 2a3

€uv = € +ayky +ayk, =

med
€00 B B B B €33
apg = ——H, a1 = —€1 =€13, a2 = —€p2 =¢€23, a3 =,

2 2
gir da at €, far den formen som er oppgitt i ligning (6) i oppgaveteksten.

1i) En ikke-triviell gravitasjonsbolge er en som ikke kan transformeres bort fullstendig
ved hjelp av en koordinattransformasjon.
En ikke-triviell plan gravitasjonsbglge forplanter seg med lyshastigheten, fordi den
ma ha en bglgetallsvektor k, med k,k* = 0. Gravitonet ma altsa veere en partikkel
som har masse m = 0.
I likhet med en plan lysbglge er gravitasjonsbglgen polarisert transversalt pa for-
plantningsretningen, og har to ikke-trivielle polarisasjonsfrihetsgrader.
Men polarisasjonen til gravitasjonsbglgen beskrives av en symmetrisk tensor av
rang to, istedenfor en polarisasjonsvektor som for lysbglgen.
(Fotonet har spinn 1, mens gravitonet har spinn 2. En partikkel med masse m > 0
og spinn s = 0,1/2,1,3/2,... har 2s + 1 spinnfrihetsgrader, mens en partikkel
med masse m = 0 og spinn s har maksimalt to spinnfrihetsgrader, idet den har
spinnkomponent +s langs en akse som er parallell med impulsen.)

2a) Euler-Lagrangeligningen:

L YEAN
ore  dr \9i>)

blir som fglger, etter at vi forkorter bort m:

1 1

_5 guu,a$u$y + E (gauxy) = <_§ Juv,a + gau,u) FhT¥ + gallxy =0.

Her er g, = nuw + bpuw-

I ligningen ovenfor er g, = ¢uv,a 08 Jav,u = Pawv,u, siden 1, er konstant.
Dessuten kan vi sette go, = 7av, siden ¢, er en liten perturbasjon.

Det gir ligningen

1 s .
<_§ ¢;w,o¢ + ¢au,u> hi” + 77041/331/ =0.
2b) Med ¢ = € f(kpz?) far Euler-Lagrange-ligningen folgende form:

1
<_§ eul/ka + Eallku> fl(k'pIp) zhE¥ + na,jjfy =0.



Vi antar at k, = (1,0,0,—1), og at alle komponenene €,, er null med unntak av
€11 = —€2 = a 0g €12 = €21 = b.
Vi far fire ligninger, for « = 0,1, 2, 3:

—% (ewii”) f'(kya?) +3° = 0,
(e1,2") (kuxﬂ) f,(kpxp) — i = )
(e2vd”) (k™) f'(kp2?) — 3% = 0,

L e i”) f(kya?) — & = 0

Her er:

kpxf = 2% — 2® = er + konstant ,

O—i?’zc,

kit =

ewili’ = a ((;:r,l)2 - (:t2)2) + 20152 = a(u? — v?) + 2buv
e’ = ai' +bi? ~ au+ b,
oy ¥ = bi' — ai’ ~ bu — av .

Tilnzermingene gjelder fordi ## = (¢, u,v,0) for gravitasjonsbglgen ankommer, og
fordi bevegelsesligningene viser at akselerasjonen Z* er liten til enhver tid (vi antar
dessuten at bplgen ikke varer lenge nok til at hastigheten %# forandres vesentlig).
Folgelig er, til en god tilnserming,

" = A" f'(ct + konstant) |
der A* er konstant:
A0 = 43 :g(UQ—UQ)-i-bUU,
A' = (au+ bv)c,
A? = (bu — av)c.

Legg merke til at hvis partikkelen har liten hastighet, dvs. at |u| og |v| er mye
mindre enn ¢, sa er A° og A® generelt mye mindre enn A' og A%. For en partikkel
med relativistisk hastighet (f.eks. et foton), dvs. med |u| og/eller |v| sammenlignbar
med ¢, er alle komponentene A%, A', A? og A3 sammenlignbare.

Integrasjon av akselerasjonen gir hastigheten:

T 1
(1) — 2H(—o00) ~ A“/ do f'(co + konstant) = — A" f(cr + konstant) .
e c
Det impliserer at hastigheten er den samme for og etter at bglgen passerer:
##(00) = 2t (—00) .

Men det er fullt mulig at banen til partikkelen forskyves sidelengs i forhold til hva
den ville ha veert uten noen gravitasjonsbglge. Integrasjon av hastigheten gir:

(1) — (2" (70) + (1 — 10) 2" (—0)) = %A” /TT do f(co + konstant) ,

der 7y er vilkarlig valgt. Og det siste integralet kan godt veere forskjellig fra null i
grensen nar 7p — —oo 0g T — 00.



