Eksamen i klassisk feltteori, fag 74 350, 8. desember 1998
Lgsninger

la) Vi antar at

A2zt " dzv dz? _

- 4+ - " -
dr2 YA dr dr ’

og at c2dr? = G dxt dz”.

Sa gjor vi en koordinattransformasjon z# — z#, og skal vise at
d2zH ~, dz” da? B
dr2 'Y dr dr

der ¢?dr? = g, dz* dz".
Ta definisjonsligningen for 7 forst. Vi har at

ozr ozv I8 020

oz 0z ozt oz
g/w dzt dz” = < ? ¢ ) (% dx7> < z dx6> = Gop dz® d(Lﬁ = 02 (217'2 .

Vi har nemlig, for eksempel, at

ox® ozt  Ozx®
ozk Oy OzY

Sa til ligning (2). Vi har at

dzH _ oTH dz®
dr  9ze dr ’

og at

dr + oz dr2  dr 0xP oz dr + Ox® dr? -’

42z _ (i 3%“) dz® O d2z° dzf  9%2z* dz® Ozt d2z®
dr2  \dr 9z~

Sa har vi at

"VAdr dr 9z 0V 03 ' P 9z 93 Orv 0P | dr dr
g, P\
0z’ P 9x1 028 | dr dr

~, dzv di? (ag?u 02 9z7 , 0z 9x7 %3t ) dz” di?

Tilsammen gir det at

d?zr -, dav did  oFm (d%a o da’? d;ﬂ)

W T a dr e \a 0 dr dar

Som vi skulle vise.

(3)



1b) Schwarzschild-metrikken er diagonal, og vi har at

R r—R r R
gu < r)c r 00 grr r—R r—R’
2

gog = —1° Gpp = —1sin’ . (9)

At radielle baner eksisterer, folger av bevegelsesligningene, men det fglger ogsd mer
generelt av at Schwarzschild-metrikken er rotasjonsinvariant. Hvis nemlig hastigheten
er radiell ved ett tidspunkt, méa den fortsette a vaere radiell, den kan ikke skjzere ut i noen
ikkeradiell retning uten at det finnes noen pavirkning som bryter rotasjonsinvariansen.
Eller sagt pa en litt mer matematisk mate. Rotasjonsinvarians impliserer bevaring av
impulsmomentet (dreieimpulsen) L, som er proporsjonal med r x 7. Hvis hastigheten
7 er radiell ved ett tidspunkt, sd er L = 0 ved dette tidspunktet, og siden L er bevart,
ma r fortsette & vaere radiell.

Geodeseligningen for en radiell bane gir generelt at

d2r dr\ 2 dt dr dt\?
—+’"<—> +2, +"<—> =0,

dr2 " \dr "rardr % \dr

a2t /dr\? dt dr dt\?

— — 2,0 — — t <—> =0. 1
dT2+’M<dT> + 7trd7_d7_+att dr 0 (0)

Siden den metriske tensoren g,,, er diagonal, er g"” ogsa diagonal, og vi har at

gt r gt _ =R
gt (r — R)c? ’ 9rr ro
Wzi:_i’ gwwziz_;’_ (11)
900 r? Gop r2sin%
Videre er
R , R
Gitr = 2 c, Grryr = m ) (12)
og det gir at
1 1 R
t tt t tt
= — = 0 - = @@
it T 99 Jut ) vir = 5 9 Gitr 2 (r—R)’
1
) 1t"r = _5 gtt Jrrt = 0 ) (13)
1 R(r — R) 1
7:t:_§grrgtt,r2762a a;rzggwgrr,t:oa
1 R
ro_ Lo - _ . 14
y rr 9 g Grrr 277“(7‘ — R) ( )
Som var det vi skulle vise.
Ligningen for ¢ er
d?t R dtd
T . (15)

2 R drar



2a)

Siden R/r = 107% i Nidarghallen, virker det ganske rimelig her 4 neglisjere det andre
leddet pa venstre side, og altsa konstatere at med god tilnsgerming er

d?t

For a rettferdiggjore dette mer eksplisitt, kan vi dividere ligning (15) med dt¢/d7 og
dermed skrive den som

d dt 1 1\ dr
— {1 - — = — = . 1
dT[n<dT>]+<r—R r) ! (17)
Denne ligningen kan vi integrere s vi far at
ln<ﬁ> + ln<7ﬂ — R) = konstant . (18)
dr r

Her er (r — R)/r = 1, med en ngyaktighet pa 1079, altsi kan vi regne at
dt
= konstant . (19)
Ligningen for r er
d?r R dr\? R(r—R) , (dt\?
- __ = (= S A — 1] =0. 20
dr?  2r(r — R) (dT) + or3 ¢ (dT) (20)
Eller, nr vi regner dt/d7 konstant og dividerer med (dt/dr)?,
2 2 _
g_i<g> M&:()_ (21)
dt?  2r(r—R) \dt 273

Sa lenge hastigheten dr/d¢ er mye mindre enn lyshastigheten ¢, kan vi neglisjere det
midterste leddet her, og vi far da at tyngdens akselerasjon er
dQ’T’NR(’T’—R) o R 5 GM 8,87 mm

2 2
T 2 C¥52¢ T T T o (ose0kmyz ¢ T Sw/sT (22)

Bevegelsesligningen for z er

2 1 0\ 2 k l 9
dz 1 [(4a0) o et dat] 2 dzdg 3)
ds? I L ds ds ds J c2 ds ds
Betingelsen for at z = 0 skal veere en lgsning av den, er at
0
4o =90 =0 (24)
z

langs hele banen som lysstralen fglger. En tilstrekkelig betingelse er f.eks. at ¢, = 0 i
hele planet z = 0.
Ligningen for 2" kan skrives som

d [ (d®\] 2 d¢
4 Hd_)] 14 o5)
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2b)

Den kan da integreres, og gir at

!
ds

_2¢
=Ke 2 ~K

2¢
1- 22
(%)
for en vilkarlig integrasjonskonstant K. Verdien av K spiller ingen rolle, og vi kan f.eks.
velge K = c.
For et lyssignal gjelder at

(26)

2 :
dz* dz¥ 2¢ dz? 2¢ da? dz*
LS (1 22) () _(1-22) 5, S 27
I "4s “ds <+02><d3> ( 02> Ik "ds ds (27)
Innsatt ligning (26) med K = c gir det, til orden ¢/c?, at
dz? dz* 9
il 28
i I ds (28)
Til orden ¢/c? gir det bevegelsesligningene
2
P _ 00 2dedp
ds? or 2 ds ds
d?y 0¢p 2 dy do¢
DA, Bt I s A 29
ds? oy % ds ds (29)

Om vi setter inn pa hgyre side her en prgvelgsning z = ¢s, y = yo = konstant, z = 0,

sa far vi ligningene

By, 200y
ds? or ¢ 0r\ds)
d?y 9
— = —2—.
ds? oy (30)
Som kan sammenlignes med Newtons ligninger for en partikkel med lyshatigheten, der
t er tiden,
P __0¢
a2 oz’
>y _ 09
-7 - _Z7 31
dt? oy (31)

Den vesentlige forskjellen er en faktor 2 i ak

selerasjonen i y-retningen (akselerasjonen i

z-retningen er i alle fall ubetydelig sammenlignet med hastigheten c).

Dersom vi setter inn den tilnsermete lgsningen z = cs, y = yo = konstant, z = 0, og
potensialet
6= — GM 99 GMy B G Myqg (32)
T VR R Oy @A+ (@)
sa har ligning (30) folgende lgsning for forandringen i dy/ds,
d d d o0 GM 4GM
A<—y>:_y _ Y :—2/ ds N —_ (33)
ds ds|s—ee dS|s— oo oo (€282 + yg2)3/2 cyo
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Avbgyningsvinkelen er liten, og er lik

() (8) -2

Innsatt Jupiters masse og radius, M = My = 1,90 x 10>’ kg og yo = r7 = 7,19 x 10" m,
far vi at

la| = 7,85 x 1078 = 0,0162" . (35)

Transformasjonen ¢ — gg = e ¥ %, med  en reell konstant, gir at
p=cPp,  pu=cTPou,  g=l¢g @l =", (36)

Setter vi inn % i stedet for ¢ i Lagrange-tettheten £, far vi dermed at L = L. Men det
impliserer at transformasjonen ¢ — ¢ er en symmetri.
En annen mate & se det samme pa, er a skrive opp Euler-Lagrange-ligningen

oL d oL

Da ser vi (vi kan til og med se det av formen til Lagrange-tettheten, uten a skrive opp
Euler-Lagrange-ligningen eksplisitt) at ligningen ikke inneholder ¢*, samtidig som den
er en linezer differensialligning for ¢. Men at den er lineser, impliserer pr. definisjon at
den er invariant under ¢ — $ = e~ #¢ med 3 konstant.

La na 8 vere infinitesimal, da er

p=ePp=(1-1fp=¢+A¢, ¢ =el¢"=(1+if)d" =¢" +A¢", (38)

med

Ap=—ifp, A" =ifp". (39)
Siden L er invariant, dvs. at AL = 0, har vi da, i folge Noethers teorem, at
d oL oL
— | Ap—— + Ag* =0. 4
dz? ( 9%, A a#p) ’ o)

Som eksplisitt skrevet ut gir at
0 . . -4 . . v . 4
os [\ lal g (#1240 ) +i00 flol g (6 +1 2 a8)| =0 a1

Vi kan dividere med 3, og da er dette kontinuitetsligningen j/, = 0, med

7 = =iflslg o (012 ap) =9 (60 +i 2 49) |
= —2Im {\/@g”” ¢* (é,u +i % Aucb)} : (42)

Dette kan vi sammenligne med den elektromagnetiske strgmtettheten, definert som
PR
p
Vi ser at de to strgmtetthetene er proporsjonale.

Med andre ord: invarians under globale gauge-transformasjoner impliserer bevaring av
elektrisk ladning.

(43)



4a) Med V = 4wR3/3 og A = 47R? er

W= —Aln<K> +0A= —3)\ln<£> + 4woR? + konstant (44)
VU RO

der Ry er en eller annen konstant.
Kurven for W(R) har folgende form, med vilkarlig skalering pa aksene:

Euler-Lagrange-ligningen blir:

oL d (/0L 3 ..
0 SR 4t <3R> 7 +8rmocR —mR (45)

4b) Med R(t) = Ry = konstant blir R = 0 og R = 0, og for at bevegelsesligningen ovenfor
skal oppfylles, m& da

3A
0= W,(R()) = _R_ + 87TO'R0 . (4:6)
0

Ry = \/ ﬁ . (47)
8mo

Som vil si at



4c)

Siden Lagrange-funksjonen L ikke avhenger eksplisitt av tiden ¢, er energien

mR2 mR2 R
= —3\In| —
5 + W 5 3\ 1n (Ro

E = > + 4o R? + konstant (48)

bevart. At E er konstant, dvs. at E = 0, folger forgvrig direkte fra definisjonen og fra
bevegelsesligningen.

Siden E er konstant, siden B2 > 0, og dessuten W (R) ser ut som i figuren ovenfor, kan
R(t) bare variere mellom en nedre og en gvre grense. Bevegelsen er alltid en oscillasjon
omkring likevektsverdien Ry.

Det betyr at likevektslgsningen R(t) = Ry er stabil: hvis vi perturberer den en liten
smule, fgrer det bare til sma oscillasjoner omkring Ry. Vel & merke, forelgpig vet vi

ingenting om hva som skjer dersom vi deformerer boblen pa en slik mate at den ikke
lenger er kulesymmetrisk.

Den oppgitte Lagrange-funksjonen er

m . R m Ip\? R 9p R?
L = — R? In([ — | —4noR? —/Q<—>—4—— 2 p?
2R + 3\ n<R0> o R +87r d [ 5 i 8t+ R2p

ool () s (2)]

Euler-Lagrange-ligningen for R(t),

oL d /0L
@‘ﬂ@)—o’ (50)

. 0
Q—SWUR—I——/dQ[ f @—4}2— 2]

ser ut som fglger:

R r2 ot " "’
= m d 1 op R

—mR—- 2 faa|-a=p 2 14t 2| = 0. 1
i 87rdt/ [ R ot " RQp] . (51

Eller, litt omskrevet,

3\ 1 0op R R op R? 2
- T - — . T - T __a = . 2
mR + 8moR /d lft( ﬂt H2 >+R2p5t 3P 0. (52)

Vi kan forenkle litt videre ved & bruke at

S04

3\ 1o dp R 5\ _
R—E—FSWUR——/ &<——— >_0. (54)

Da far vi at

R o r2”



4d)

4e)

For a finne Euler-Lagrange-ligningene for p(0, ¢, t) skriver vi

2w T 2 s
L:/dﬁﬁoz/ d<p/ d9sin9£0:/ d(p/ 0 L | (55)
0 0 0 0

med
ﬁZSiDGEO
) m .- 3\ R m | [0p\? R 9p R?
=9—2—1——2—(—>—4——2—2
o {Sﬂ'R T n<30> 5 |\ R ot T R2”

ol (Y Ly’
2 \ 00 25in%0 \ 9y

} . (56)
Euler-Lagrange-ligningene for p blir da:

oL d foL) d (oL dfoL) (57)
dp df \dpy de \ dp,, dt \dp:)

Som gir, helt eksplisitt, at

RO R?
sin 6 [ﬁ (—4——p+4ﬁp> + 20p

2
—i—ag (sin9@> + o_Op

87 R Ot 00 90) " sin@ 9o
. .m0 ap R

Etter litt opprydding gir det at
m [ 0?%p R o 0 dp o 0°%p
— == —2=p| —20p— — | sinf@ = | — —=0.
47 (8152 R ,0> op sinf 00 (sm (90) sin’f Op? 0 (59)

Lagrange-funksjonen er ikke eksplisitt avhengig av ¢, det gir at bevegelsesligningene er
invariante under tidstranslasjon, og Noethers teorem gir at energien er bevart.
Lagrange-funksjonen er heller ikke eksplisitt avhengig av ¢, det gir at bevegelseslignin-
gene er invariante under rotasjon om z-aksen, og Noethers teorem gir at impulsmomentet
(dreieimpulsen) om z-aksen er bevart.

Men z-aksen er jo noksa tilfeldig valgt, altsa har vi rotasjonsinvarians om en vilkarlig
akse, og alle komponenter av impulsmomentet er bevart. En annen metode for a reson-
nere seg fram til denne konklusjonen, er & si at den potensielle energien avhenger bare
av volumet og arealet, som begge er rotasjonsinvariante.

Diskrete symmetrier, som ikke gir noen bevaringslover ut fra Noethers teorem, er tids-
reversjonssymmetri (¢ — —t) og paritetsinvarians (speilingssymmetri om planet z = 0,
dvs. at 8§ — 7 — 0, eller om en vil, speilingssymmetri om origo, dvs. at 8 — 7w — 0,
Y ptm).

Nar

p(0,0.) = (t) (3cos®6 — 1) , (60)



4f)

sa er
dp

— = —61 cosf sinf ,

50 == —(3cos?0 — 1) . (61)

Det er da “bare” & sette inn i Lagrange-funksjonen, ligning (3) i oppgaveteksten, og
integrere.

Euler-Lagrange-ligningen for R:

%—8%0R+2—m< — -4 — 2/)2>

5
. 2m d
mR— — — | —4— 4 62
e ( Yot d e ) (62)
Som kan omskrives slik:
R—ﬁa<2/)2/)——2[)>——+87m}2—0 (63)
Og Euler—Lagrange-ligningen for :
2m R? 64rc  2m d (. R
4— 4 —— Y -— = |24 =0. 4
YT ) F

Som kan omskrives slik:
m<¢—2§¢>+16m¢:0. (65)

Disse to ligningene for R(t) og () gir en ngdvendig, men ikke uten videre tilstrkkelig,
betingelse for at p(0, ¢,t) = 1 (t) (3 cos?d — 1), sammen med R(t), skal vaere en lgsning
av det fulle settet ligninger.

Det vi kan si, er at hvis det finnes en lgsning av den formen vi har antatt, s er
virkningsintegralet ekstremalt for denne lgsningen, og dersom virkningsintegralet er
ekstremalt, sa ma ligningene (63) og (65) veere oppfylt.

Men det er jo ikke uten videre noen grunn til at de fulle ligningene skal ha noen lgsning
av den formen som vi (tilsynelatende) har hentet rett ut av luften.

For & studere stabiliteten til lgsningen R(t) = Ry, 1(t) = 0, kan vi se pa sma avvik fra
denne. Dvs. at vi antar at R(t) = Ry + dR(t), der 6R(t) er liten, og dessuten at 1) er
liten.

Vi far da fplgende to ligninger:

moR + (—2+87m> R =0,
Ry

mip + 16mop = 0. (66)

Som har oscillatoriske (og ikke eksponensielt voksende) lgsninger.
Det viser at sipeboblen er stabil mot kvadrupoldeformasjoner.



