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Lgsninger

la)

1b)

Euler-Lagrange-ligningen kan skrives pa formen
o _a o) _,
or dt \ov) 7’
der 7 = r(t) er posisjonen til partikkelen, som funksjon av tiden ¢, og v = 7 = dv/dt.
Utregnet gir det vektorligningen
d
— (myv) =q(E+v x B).
dt
med

’y:

Om vi innfgrer akselerasjonen @ = v, har vi at

d my3v(v - a)
— (myv) = mya + —Q

dt
Videre er 94
E=-Vb— — | B=VxA,
ot
altsa helt eksplisitt:
:OAZ_% BZOAm_OAz B:aAy_aAm
T oy 0z’ Y 0z or ’ Oz oy

Den tredimensjonale vektorligningen ovenfor er en forkortet skrivemate for tre ligninger,
en for hver av de tre partikkelkoordinatene x = z(t), y = y(t) og z = 2(t).
La oss ta for oss mer detaljert ligningen for z:

OL OL 00 0A d
_— = —_— ] = —Q — —_ = i A =U.
oz dt<83b> I T 5 ~ gz MrE+ad) =0
Her er
dA, d 0A, . 0A, . 0A, . O0A; 0A;
= A0y, 20.0 = i+ SR G e S w VA

og det gir ligningen

d . . .

T (myx) = q(Ey +yB, — 2By).

Som er fgrste komponent (z-komponenten) av vektorligningen var.

Anta at ® =0, og at B, = B, = 0, B, = B = konstant # 0. Vi antar ogsa at A ikke er
eksplisitt tidsavhengig, slik at E = 0 — dette burde ha vaert presisert i oppgaveteksten.
Det mest generelle vektorpotensialet som er konstant i tiden, og som gir denne mag-
netiske flukstettheten B =V x A, er:
24 Ix Ix
== A, =B = A, ==
x or y z + By s z 9z

der x = x(z,y, z) er en vilkarlig funksjon som er uavhengig av tiden t.
Systemet har fglgende kontinuerlige symmetrier, med tilhgrende bevaringslover:



— Tidstranslasjonssymmetri, som impliserer energibevaring.
— Romtranslasjonssymmetri, som impliserer impulsbevaring.

— Rotasjonssymmetri om z-aksen, som impliserer bevaring av impulsmoment (dreieim-
puls) om z-aksen.

Systemet har dessuten to diskrete symmetrier, som ikke impliserer bevaringslover:

— Paritetssymmetri: Lagrange-funksjonen er invariant under transformasjonen r —
F=—r, A— A, der A er definert ved at A(r,t) = —A(—r,t). Med A gitt som

ovenfor, har vi at

~ ox i ox j:@
0z’

der x(z,y, z) = x(—z, —y, —z). Den magnetiske flukstettheten er paritetsinvariant:

— Tidsreversjonssymmetri: Lagrange- funksjonen er ogsa invariant under transfor-
masjonen t — ¢t = —t, A — A, der A er definert ved at A(r,t) = —A(r, —t).
Siden vi forutsetter at A er uavhengig av ¢, har vi simpelthen at A = —A. Den
magnetiske flukstettheten reverseres ved en tidsreversjon:

B=VxA=-VxA=—

Merk at de tre bevegelsesligningene,

d

d d

—qyB=0,
— (myE) — qy m O

er hverken mer eller mindre enn bevaringslover for de tre stgrrelsene
myx — qBy , myy + qBz , myz .

De samme bevarte stgrrelsene utleder vi ved a bruke translasjonsinvarians og Noethers
teorem. La oss ta for oss litt mer utfgrlig alle de kontinuerlige symmetriene.

I bevegelsesligningen opptrer feltene E og B, ikke ® og A direkte. Siden F og B er
konstante i tid og rom, er det klart at bevegelsesligningen er invariant under vilkarlige
translasjoner i tid og rom. Med E = 0 og B langs z-aksen er bade E og B invariante
under rotasjoner om z-aksen, slik at disse rotasjonene ogsa er symmetrier.

For a bruke Noethers teorem, som gir bevaringslovene, trenger vi et eksplisitt uttrykk
for Lagrange-funksjonen:

/ 2 / 2 d
L=—-mc 1—U—Z+qv-A:—mc2 1—U—2+qux+q—X,
c c dt

der vi har satt inn

dy
v-A=9yBr+v-Vyx= Byx—l—dt



Dessuten trenger vi et uttrykk for den kanoniske impulsen:

p= B_L =myv +qA .
v
Ta forst en infinitesimal tidstranslasjon, t — ¢ = t + a, der « er en infinitesimal param-
eter av dimensjon tid. Den transformerer banen til partikkelen, r(¢), over i en ny bane
r(t) = r(t) + Ar(t), gitt ved at Ar = —aw. Forandringen i hastigheten er Av = —aa,
der a = v er akselerasjonen, og det gir at

oL oL dAM
AL=—- (A — - (Av) = ——
or (Ar) + ov (Av) dt -’
med AM = —al. Noethers teorem gir, som vanlig ved tidstranslasjonssymmetri, at

Hamiltonfunksjonen H er bevart,

oL § 2 §

_.U_L:L+mcz,/1_v_2:L

ov /1_U_2 c /1_ﬁ
62 62

En infinitesimal translasjon i z-retningen, z — z 4+« der « er en infinitesimal parameter
av dimensjon lengde, gir

H = = myc? .

. d /0 dAM
AL:qua+qa (8—:a> :—dt ,

AMza(ququg—;() .

Den bevarte storrelsen er da (etter at « er dividert bort)

ox .
Pe —qBy —q 5~ =myi—qBy.
x
En infinitesimal translasjon i y-retningen, y — y + «, gir

d /0x dAM
AL=qg— | = = —
th(&y a) ar
med
x
oy

Den bevarte storrelsen, i folge Noethers teorem, er da

AM = «aq

195% .
Py —q - =myy+qBzx.
Y ay

En infinitesimal translasjon i z-retningen, z — z 4+ a, gir

AM = «aq (9_)( .
0z
Den bevarte stgrrelsen er da 5
pe— a2 = mi
0z



En infinitesimal rotasjon om z-aksen,
T—T— oy, Yy—=y+ar,

med « en infinitesimal rotasjonsvinkel, gir

AL = gB((ad)r +y(—ay)) + CI% (g_;( (—ay) + Z_;f (aw)) = dﬁ—tM ,

(9B 22 _Ox, 9 ))
AM—a<2 (x y)+q< 8xy+8xw .

Husk at v? er rotasjonsinvariant:
Av? = A(2? + 9% + 22) = 2(2(A%) + §(AY) + 2(A2)) = 2(&(—ag) + g(ai)) =0 .
Den bevarte storrelsen, i folge Noethers teorem, er da

qB ox | 9x o qB
—pay +pyr = 5 (@' =y — g (—%w%ﬂﬁ) = my(=dy + o) + 5 (2° +y7) .

Merk at alle de bevarte stgrrelsene er gauge-invariante, i den forstand at de ikke avhenger
av den vilkarlige funksjonen x = x(z,y, 2).

Det er fire Euler-Lagrange-ligninger,

oc A (oL _,
ovy dzs \ovv,)

der y er enten 0, 1, 2 eller 3. Vi har at

oL
[ :0
ov1
og at
oL 1
o v (sa sk 178 el B sk Ve SN
8‘/7” - 5 (7704,3 T,# (57 5#‘/ ’V+V 7”57 5”) _5550—‘/ ’p_vp’g-(s’y 5[))

= M3 77'“’ Vﬁ,u - VH,’Y :
Euler-Lagrange-ligningene blir altsa ganske enkelt disse fire:

9 KV K KV K
%(777577 Vﬁ,y—V ,’y) = 1,81 Vﬁ,y,i—V e =0. (1)



2b) Fglgende symmetrier og bevaringslover gjelder (merk at det ikke sporres i oppgaven
etter eksplisitte formler, hverken for energi-impulstewnsoren eller andre storrelser):

— Symmetri under vilkarlige translajoner i tid og rom, som impliserer bevaring av
energi og impuls. Mer spesifikt betyr det at den kanoniske energi-impulstensoren
~ K oL

T/\ = ﬁ V'y,,\ — (5§ L= o] 77'“’ Vﬁ,,, V77,\ — VK,,Y V'y,)\ — (5§ L

)

er bevart, og det vil si at TAK,R =0.

Et ekvivalent uttrykk for bevaring av energi og impuls er at den symmetriske
energi-impulstensoren T%* er bevart. (T%* kan finnes ved Belinfantes metode for
symmetrisering, eller ved variasjon av metrikken g,,, i Lagrange-tettheten definert
under punkt 2c¢) nedenfor).

— Symmetri under vilkarlige Lorentz-transformasjoner, av formen
ot = =AM, 1Y der N A"y, A, = Ny -

Lorentz-transformasjonene inkluderer rotasjoner, rominversjon og tidsreversjon.
Symmetri under kontinuerlige Lorentz-transformasjoner impliserer bevaring av im-
pulsmomenttensoren (dreieimpulstensoren)

vp 1 v
MHWP = gh VP — gV THP |

der T%? er den symmetriske energi-impulstensoren. Bevaring av MH*? vil si at

M#P = 0.

— Euler-Lagrange-ligningene (1) har i seg selv form av en bevaringslov. Det skyldes
at dL/OV?Y = 0. Eller sagt pa en litt annen mate: det skyldes at en vilkarlig
global “gauge-transformasjon” av formen

Ve s Ve =V L AV, (2)

med AV® konstant i tid og rom, gir AL = 0, og fglgelig er en symmetri. Noethers
teorem brukt pa denne globale symmetrien gir en bevaringslov som er identisk med
Euler-Lagrange-ligningene.

— En fjerde symmetri er litt mindre opplagt. Vi kan definere, som vanlig, V, =
Nap VP, det gir feltligningen (1) p4 en litt annen form,

, 0
7’]'i % (ny’y — Vy,fy) = 0 . (3)

Nar vi skriver ligningen pa denne formen, er det opplagt at den er invariant under
en transformasjon (en “gauge-transformasjon”) av formen

VaHva:Va'i‘X,aa

der x er et vilkarlig skalarfelt, x = x(z°,z!,22,23), og x,o = 0x/0z“. En slik
gauge-transformasjon gir at

Vo‘»—>1~/o‘:Vo‘+77a5X’5.



2¢)

3a)

3b)

3c)

Innsetting i den opprinnelige Lagrange-tettheten £ viser at £ er invariant under
transformasjonen V& +— YN/O‘, og det er bevis nr. to for at denne transformasjonen
er en symmetri.

Merk at denne lokale gauge-symmetrien er en generalisering av den globale gauge-
symmetrien (2), men at generaliseringen fra en global til en lokal symmetri ikke
gir noen ny bevaringslov.

En standard metode for & generalisere til en teori som er invariant ikke bare un-
der translasjoner og Lorentz-transformasjoner, men under vilkarlige koordinattrans-
formasjoner, er a erstatte den spesielle metrikken 7,, med den generelle metrikken
9uv, 0g dessuten multiplisere Lagrange-tettheten med V19|, der g er determinanten av
guv- Dessuten ma den partiellderiverte V¢ , erstattes med den kovariante deriverte
Ve =V, +1%, Vs, der I'g  er konneksjonskoeffisientene, gitt av metrikken.

Det gir fplgende Lagrange-tetthet for en teori som er generelt invariant (kovariant):

1
L= 5 |g| (gaﬁ g/u/ Va;u Vﬂ;u - Vp;a Va;p) .

Ligningen for et lyssignal er: ds? = c2dt? — a? do? = 0, og den gir at

cdt
it

do =
Integralet av denne ligningen er den formelen som skulle vises.
Koordinatavstanden mellom to galakser er konstant, og det vil si at
o(ti,te) = o(ty + Aty,to + Aty) .

Nar Aty og Aty er sma, sa er

0 0
0= U(t1 —+ Atl,tg —+ Atg) — O'(tl,tQ) = <At1 — 4+ AtQ —) U(tl,tQ)
oty Oty

c c
a(t1) a(tz)

Nettopp den formelen som skulle vises. Vi har brukt integralregningens hovedsetning,
som sier at

= —At + Aty

b b
%/af(m)dx:f(b), %/ﬂf(w)dx:—f(a)-

Tiden det tar a sende ut en bolgelengde Ay av lyset, er Am = A\ /e.

Tiden det tar a4 motta en bplgelengde A2 av lyset, er Ao = Ag/c.

Merk: 7 er egentid, nemlig tiden i et referansesystem der lyskilden er i ro, i det forste
tilfellet, eller der mottageren av lyset er i ro, i det andre tilfellet. Her snakker vi om
galakser som er i ro i forhold til det gitte koordinatsystemet, og da er egentiden 7 den
samme som koordinattiden ¢.

Innsetting av Aty = A\ /c og Aty = Ay/c i formelen fra punkt 3b) gir at

A2 a(t2)
)\1 - a(tl)

Nar universet utvider seg, er a(t2) > a(t1) og folgelig Ao > Ay, slik at vi observerer alle
spektrallinjer rgdforskjgvet.
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Hvis a(t) = ao(t/tp)", og n < 1, sa er

cto™ /t2 dt cty” 1— 1—
toty) = o0 (plen oy don
O'( 1 2) ao " mn (1 — ’I’L)a[] ( 2 1 )

S (®T-®7)

At a(t;) — 0, betyr at t; — 0, og i denne grensen vil

c 1-n
ot 1) — 00, 1) = ﬁ (%) . ()

Hvis a(t) = ag(t/tp)"™, sa er Hubble-parameteren

H(t) = % - %lna(t) - %

Spesielt er Hy = n/ty. Nar Hy er kjent, og n = 2/3, finner vi

_n 2
 Hy 3x0,6510710/4r

to =1,025 10" &r .
Koordinatavstanden til de fjerneste galaksene vi kan observere, er o(0,ty), og den
navaerende avstanden dit, dvs. den fysiske avstanden malt i lysar, er

Ct()
(1—=n)

Selv om alderen pa universet er bare 10 milliarder ar (i fplge den oppgitte verdien av
Hj), kan vi altsa teoretisk se galakser som na er opptil 30 milliarder lysar fra oss. Til
dette noe merkelige resultatet kan et par kommentarer kan vaere pa sin plass.

For det forste var avstanden til de galaksene som na er 30 milliarder lysar fra oss, mye
mindre enn 10 milliarder lysar dengang lyset ble sendt ut. Det som er merkelig, fra
dette synspunktet, er derfor ikke at lyset derfra nar oss i lgpet av bare 10 milliarder ar,
men heller at det ma bruke hele 10 milliarder ar pa veien hit.

For det andre sa har altsa disse galaksene fjernet seg fra oss hele 30 milliarder lysar
i lppet av bare 10 milliarder ar, slik at de har holdt en gjennomsnittshastighet pa tre
ganger lyshastigheten. Andre galakser, som er enda lenger borte, fjerner seg med enda
storre hastighet. Slike fenomener ville ikke kunne forekomme i et flatt tidrom, men som
dette eksemplet viser, er de fullt mulige i et krumt tidrom. Det oppstar ingen konflikt
med prinsippet om at ingen ting kan bevege seg raskere enn lyset i forhold til en annen
ting. Det prinsippet gjelder nemlig nar begge tingene befinner seg pa samme sted, og
det forbyr ikke uten wvidere at to galakser som er flere milliarder lysar fra hverandre, i
et krumt tidrom, kan fjerne seg fra hverandre med overlyshastighet.

apo(0,tg) = = 3cty = 3,075 10'9 lysar .

Ligning (4), med n < 1, gir at o(t;,t2) — 0 nar bade t; — 0 og t2 — 0. Ikke noe
fysisk signal kan bre seg ut raskere enn lyset, sa vidt vi vet! Med andre ord: to hvilke
som helst omrader av universet, med en endelig koordinatavstand imellom, hadde ingen
mulighet til & vekselvirke for etter at universet allerede hadde eksistert en endelig tid.
I denne modellen er det derfor problematisk & forklare hvordan det henger sammen



3g)

at utvidelsen av universet startet samtidig overalt. Dette er mye verre a forklare enn
det ville vaere dersom hundre hundremeterlgpere, en i Trondheim, en i Kirkenes, en i
Moskva, en i Tokyo, osv., alle startet & lgpe i samme tiendels sekund, uten at de hgrte
et felles startskudd.

Hvis a(t) = age (1) og H = H, = konstant, sa er

c [B —H (t—tg) c —H (t1—to) —H (ta—to)
t1,ty) = o) dt = 17to) 2=to))
o(ty,t2) o /t1 e o (e e )

Grensen a(t;) — 0 bestar i at t; — —oo. I denne grensen vil o(t1,%2) — oco. Det betyr
at et omrade av universet har tid nok til & vekselvirke med hele resten av universet, for
et hvilket som helst tidspunkt. Dermed eksisterer ikke det samme kausalitetsproblemet
som eksisterer i et univers som er materiedominert eller stralingsdominert. Og derfor
er det en mulig lgsning pa kausalitetsproblemet i den kosmologiske standardmodellen
a postulere at universet gikk gjennom en inflasjonsperiode, en gang fgr syntesen av de
lette grunnstoffene (helium, deuterium og litium) fant sted.



