
Eksamen i ikkeline�r dynamikk, fag 74 993

Onsdag 10. mai 2000

L�sninger

1a) (Her er et svar litt lenger enn n�dvendig:)

Iterasjonen x 7! f(x) = ax(1� x) har et �kspunkt x� = f(x�) med a(1 � x�) = 1, dvs.

x� = 1�(1=a). Dette �kspunktet er stabilt dersom f 0(x�) = a(1�2x�) = 2�a 2 h�1; 1i.
N�ar parameteren a �ker forbi verdien a = a1 = 3, blir �kspunktet ustabilt, og det skjer

idet f(x�) = �1. Den itererte funksjonen g(x) = f2(x) = f(f(x)) har ogs�a x� som

�kspunkt, og dens deriverte der er g0(x�) = f 0(f(x�)) f
0(x�) = (f 0(x�))

2 = (2 � a)2.
For a litt st�rre enn 3 er alts�a g0(x�) > 1, og derfor oppst�ar det to nye �kspunkt for

g(x), som ikke er �kspunkt for f(x), men derimot en syklus med periode 2: f(x1) = x2,
f(x2) = x1. Det er lett �a �nne eksplisitte uttrykk: ligningene

x2 = ax1(1� x1) ; x1 = ax2(1� x2) ;

l�ses ved at de subtraheres fra hverandre, siden x1 6= x2 kan vi dividere med x2 � x1,
og vi �nner at

1 = a(�1 + x1 + x2) :

Sammen med ligningene ovenfor gir det at

x1 =
a+ 1�p(a+ 1)(a� 3)

2a
; x2 =

a+ 1�p(a+ 1)(a � 3)

2a
:

B�ade x1 og x2 er �kspunkter for x 7! g(x), med g0(x1) = g0(x2) = 5 � (a � 1)2. Vi ser

at n�ar a �ker, s�a avtar g0(x1) fra 1, for a = a1 = 3, til �1, for a = a2 = 1 +
p
6. Ved

denne verdien av a gjentar prosessen seg, og det oppst�ar en periode 2 for iterasjonen

x 7! g(x), som er en periode 4 for iterasjonen x 7! f(x).
Det stopper ikke der, men n�ar a �ker, f�ar vi en periodedoblingskaskade: hver gang en

syklus av periode 2n blir ustabil, oppst�ar det en ny stabil syklus med periode 2n+1.
Dette skjer uendelig mange ganger i et endelig intervall for parameteren a. De kritiske
parameterverdiene a1 < a2 < a3 < : : : der periodedoblingene skjer, konvergerer nemlig

geoemtrisk, dvs. at

an ! a1 � c

Æn
;

der c er en konstant, og Æ = 4; 6692016 : : : er en av Feigenbaums to konstanter.

Lignende periodedoblingskaskader forekommer i mange ulike dynamiske system, enten

de beskrives av diskrete avbildninger, med en eller 
ere variable, eller av di�erensial-

ligninger med kontinuerlig tid t og mange variable x1(t); x2(t); : : : ; xN (t). Det som skal
til, for eksempel i det siste tilfellet, er at en periodisk bane med periode T blir ustabil

ved at en av egenverdiene til matrisen

@(x1(T ); x2(T ); : : : ; xN (T ))

@(x1(0); x2(0); : : : ; xN (0))

blir lik �1, mens alle de andre egenverdiene er mindre enn 1 i absoluttverdi.

At to ulike dynamiske system er i samme universalitetsklasse, med hensyn til periode-
doblingskaskader, vil si at de begge karakteriseres av de samme Feigenbaumkonstantene

Æ og �.
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1b) Begrepet tangentbifurkasjon illustreres i �gur 1. Med a = 3:83 har iterasjonen x 7!
f3(x) et stabilt og et ustabilt �kspunkt, som alts�a er en stabil og en ustabil syklus med

periode 3 for iterasjonen x 7! f(x). Ingen av de to syklusene eksisterer for a = 3:827,
like under den kritiske verdien av a (som er a = 1 + 2

p
2 = 3:828427 : : :). De oppst�ar

sammen idet kurven (x; f3(x) tangerer den diagonale linjen (x; x).
For verdier av a like under den kritiske verdien har vi intermittent dynamikk, dvs. i

dette tilfellet at systemet fanges en viss tid i noe som nesten er en syklus med periode

3, deretter beveger det seg tiln�rmet kaotisk, f�r det fanges p�a nytt i den samme

tiln�rmete syklusen, og s�a videre. Intermittent dynamikk er alts�a karakterisert av

\rolig", regelmessig bevegelse i kortere eller lengre tidsrom, avbrutt av mellomspill med

mer \aktiv", kaotisk bevegelse.
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Figure 1: Den tredje itererte f3(x) = f(f(f(x))) av funksjonen f(x) = ax(1� x), til venstre
med a = 3:827, til h�yre med a = 3:83.

2a) At systemet er autonomt betyr at bevegelsesligningen ikke har noen eksplisitt tids-

avhengighet, bare en implisitt tidsavhengighet gjennom variablene F = F (t) og S =

S(t).
I et autonomt system er hastigheten i et punkt i faserommet entydig gitt, derfor kan to

baner aldri krysse hverandre. I to dimensjoner impliserer det at en attraktor m�a v�re

enten et stabilt �kspunkt eller en grensesyklus (Poincar�e{Bendixsons teorem).

2



2b) Vi innf�rer at som ny tidsvariabel istedenfor t, da kan ligningene skrives slik, etter at
de er dividert med a:

_F = F � c

a
FS ;

_S = � b

a
S +

c

a
FS :

Videre multipliserer vi disse ligningene med c=a og de�nerer x = cF=a og y = cS=a, det
gir ligningene

_x = x� xy ;

_y = �By + xy :

Her er alts�a B = b=a.

2c) Vi skal vise at _K = 0, der K = x+ y�B ln jxj � ln jyj (K er de�nert bare for x 6= 0 og

y 6= 0). Vi har at

_K = _x+ _y �B
1

jxj
jxj
x

_x� 1

jyj
jyj
y

_y =

�
1� B

x

�
_x+

�
1� 1

y

�
_y

=
x�B

x
(x� xy) +

y � 1

y
(�By + xy) = 0 :

2d) Fikspunktene er gitt ved at _x = 0 og _y = 0, dvs:

f � x(1� y) = 0 ; g � (x�B)y = 0 :

For B > 0 �nnes to l�sninger: (x; y) = (0; 0) og (x; y) = (B; 1).
For �a unders�ke stabiliteten til et �kspunkt m�a vi unders�ke egenverdiene til Jacobi-

matrisen

D =
@(f; g)

@(x; y)
=

 
1� y �x
y x�B

!

i dette �kspunktet. For �kspunktet (x; y) = (0; 0) er

D =

 
1 0
0 �B

!
;

og egenverdiene er 1 og �B. Den ene er positiv og den andre negativ, dvs. at �kspunktet
(0; 0) er et sadelpunkt. Egenvektoren til den positive egenverdien 1 er (1; 0), alts�a x-
aksen, den de�nerer en ustabil retning ut fra �kspunktet. Egenvektoren til den negative

egenverdien �B er (0; 1), y-aksen, og den de�nerer en stabil retning ut fra �kspunktet.

For �kspunktet (x; y) = (B; 1) er

D =

 
0 �B
1 0

!
;

og egenverdiene er �ipB. Begge egenverdiene har realdel lik 0, og da er stabiliteten

marginal, slik at vi m�a unders�ke den n�rmere f�r vi kan trekke en konklusjon.

I den line�re tiln�rmelsen for bevegelsesligningene:

_x = �B(y � 1) ;

_y = x�B ;
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er l�sningen en periodisk bevegelse omkring �kspunktet,

(x; y) = (B +A! cos(!(t� t0)); 1 +A sin(!(t� t0))) ;

der ! =
p
B er vinkelfrekvensen, mens A og t0 er integrasjonskonstanter.

Vi kunne f.eks. se p�a andrederiverte av F og G med hensyn p�a x og y, men i dette

tilfellet har vi en enklere metode, fordi vi kjenner en bevegelseskonstant

K = x+ y �B ln jxj � ln jyj.
La (x1; y1) v�re et punkt i n�rheten av (B; 1), og de�nerK1 = x1+y1�B ln jx1j�ln jy1j.
Om systemet starter i (x1; y1), s�a vil bevegelsen f�lge kurven K = K1.
Vi har at K = Kx+Ky, om vi de�nererKx = x�B ln jxj og Ky = y� ln jyj, og vi har at
�kspunktet (B; 1) er et lokalt minimum for b�ade Kx og Ky. F�lgelig de�nerer ligningen

K = K1 en lukket kurve omkring �kspunktet (B; 1). Det viser at dette �kspunktet er
stabilt: en bevegelse som starter n�r �kspunktet, holder seg n�r til enhver tid.

En annen m�ate�a si det p�a, er at �kspunktet (B; 1) er omgitt av stabile periodiske baner,

den fullstendige analysen gir alts�a samme konklusjon som den line�re stabilitetsanaly-

sen..

2e) Faseportrettet i dette tilfellet er det samme som et konturplott av bevegelseskonstanten
K = x+y�B ln jxj�ln jyj, som vist i �gur 2 for den bestemte parameterverdien B = 1=2.
Systemet beveger seg nettopp lags kurvene K = konstant. De �re kvadrantene er isolert

fra hverandre ved atK !1 n�ar enten x! 0 eller y ! 0. I f�rste kvadrant er bevegelsen

periodisk, mot urviseren, i de andre kvadrantene beveger systemet seg inn fra jyj =1
og ut mot jxj =1.
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Figure 2: Faseportrett, dvs. konturplott av bevegelseskonstanten K = x+y�B ln jxj� ln jyj,
for parameterverdien B = 1=2.
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Det er to Lyapunov-eksponenter i et todimensjonalt system, og i f�rste kvadrant er begge
lik 0, fordi to n�rliggende punkter hverken fjerner seg fra hverandre eksponensielt eller

n�rmer seg hverandre eksponensielt. Fordi bevegelsen der er periodisk, vil to punkter p�a

samme bane ha n�yaktig samme avstand etter en periode. To punkter p�a to forskjellige

baner har samme avstand etter ett oml�p dersom de to banene har samme periode,

ellers kan de forandre avstand periodisk (rettere: kvasiperiodisk), slik at avstanden er

konstant om vi midler over et langt tidsintervall.

Ellers m�a vi bruke de�nisjonen p�a Lyapunov-eksponenter, og se p�a n�rligende baner

(x(t); y(t)) og (x(t) + �(t); y(t) + �(t)), der �(t) og �(t) er in�nitesimale. I tillegg til de

ikke-line�re bevegelsesligningene for x og y f�ar vi line�re ligninger for � og �:

_� = (1� y)� � x� ;

_� = y� + (x�B)� :

P�a y-aksen, med x = 0, er y = D e�Bt l�sning av bevegelsesligningen, for en vilk�arlig

konstant D, og bevegelsen konvergerer mot �kspunktet i origo. Ligningene

_� = (1�D e�Bt)� ;

_� = D e�Bt � �B� ;

kan l�ses eksplisitt, med resultat:

� = �0 e
t+D

B
e�Bt ;

� = �0 e
�Bt +D�0 e

�Bt

Z
dt et+

D

B
e�Bt ;

der �0 og �0 er konstanter. I grensen t!1 er

� = �0 e
t ;

� = �0 e
�Bt +D�0 e

(1�B)t :

Det viser at Lyapunov-eksponentene er 1, n�ar �0 6= 0, og �B, n�ar �0 = 0.

Merk at det generelle argumentet som sier at minst en Lyapunov-eksponent m�a v�re 0,

gjelder n�ar banen holder seg innenfor et begrenset omr�ade av faserommet, og dessuten

ikke konvergerer mot et �kspunkt.

P�a x-aksen, med y = 0, er x = C et l�sning av bevegelsesligningen, for en vilk�arlig

konstant C. Ligningene

_� = � � C et � ;

_� = (C et �B)� ;

har l�sning:

� = �0 e
t �C�0 e

t

Z
dt e�Bt+C et ;

� = �0 e
�Bt+C et ;

der �0 og �0 er konstanter. Vi ser at hvis �0 = 0, s�a divergerer b�ade � og � n�ar t!1
raskere enn eksponensielt, det betyr at den ene Lyapunov-eksponenten er +1. Den
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andre Lyapunov-eksponenten er 1, den svarer til at �0 = 0, alts�a at vi ser p�a hvordan
to n�rliggende punkter p�a x-aksen fjerner seg fra hverandre.

I andre og tredje kvadrant er x < 0, og da er

_y

y
= x�B < �B :

Det impliserer at y ! 0 n�ar t!1 raskere enn e�Bt. I denne grensen er da _x = x, slik
at den asymptotiske l�sningen er

x = C et ;

med en negativ konstant C. Den asymptotiske l�sningen for y er

y = D e�Bt�Cet ;

og vi ser at y ! 0 raskere enn enhver eksponensialfunksjon. Det gir asymptotisk

n�yaktig det samme som i tilfellet y = 0, alts�a at den ene Lyapunov-eksponenten er 1,

mens den andre er �1.

I fjerde kvadrant er x > 0 og y < 0, det gir at

_x

x
= 1� y > 1 ;

slik at x!1 n�ar t!1 raskere enn et. I denne grensen er ogs�a

_y

y
= x�B ! +1 ;

som viser at y ! �1 raskere enn enhver eksponensialfunksjon. Siden

x+ y = K +B ln jxj+ ln jyj ;

med K konstant, ser vi at x+ y ! +1, men saktere enn x og jyj hver for seg.
En naturlig gjetning ville kanskje v�re den asymptotiske formen

x+ y = E eFt ;

der E og F er positive konstanter. Men dette er umulig, fordi bevegelsesligningene for
x og y gir den eksakte relasjonen

_x+ _y = x�By :

Hvis alts�a x+ y = E eFt s�a er

x�By = _x+ _y = EF eFt ;

og dermed

x =
E(B + F )

2
eFt ; y =

E(1� F )

1 +B
eFt :

Innsetting viser at dette ikke er en l�sning av bevegelsesligningene, og dessuten kon-

kluderte vi jo ovenfor at y ! �1 raskere enn enhver eksponensialfunksjon.
Mye tyder derfor p�a at enhver in�nitesimal perturbasjon (�; �) m�a divergere raskere enn
eksponensielt, slik at begge Lyapunov-eksponentene i fjerde kvadrant er +1.
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2f) Bestanden av lemen har angivelig et maksimum hvert tredje eller fjerde �ar, og hvis
et slikt maksimum er uvanlig stort, kalles det lemen�ar. I �arene mellom maksima er

bestanden sv�rt liten. Denne variasjonen ligner i hvert fall kvalitativt p�a en syklus med

stor amplityde i det systemet vi studerer her: systemet er lang tid i en tilstand der det

totale antallet individer, F + S, er lite, men innimellom vokser bestanden raskt opp og

blir stor, f�r den avtar raskt igjen.

Selvf�lgelig er dette en overforenklet modell for lemen�ar, f.eks. er det i virkeligheten

mange arter som p�avirker hverandre.

3a) Setter vi inn ansatsen u(x; t) = �(�), med � = x � ct, i sine{Gordon-ligningen, f�ar vi
ligningen

(c2 � 1)�00(�) + sin�(�) = 0 :

En mulighet er at �(�) er konstant, �(�) = n� med n heltallig, kravet om at cos�(�)! 1

n�ar � ! �1 gir da at n = 2m med m heltallig.
Multiplikasjon med �0(�), divisjon med c2 � 1 og integrasjon mhp. � gir ligningen

1

2
(�0(�))2 +

cos�(�)

1� c2
= E ;

der E er en integrasjonskonstant. Betingelsene at �0(�) ! 0 og cos�(�) ! 1 n�ar

� ! �1 gir at

E =
1

1� c2
:

Det gir ligningen �
d�

d�

�2

=
2(1 � cos�(�))

1� c2
=

4 sin2 �2
1� c2

:

Eller ekvivalent,
d�

2 sin
�
2

= �
 d� ;

der 
 = 1=
p
1� c2. Vi forutsetter at jcj < 1. Integrasjon av denne ligningen, med den

oppgitte formelen, gir at ����tan �4
���� = e�
(���0) ;

med en integrasjonskonstant �0. Da blir enten

�(�) = 4m� + 4arctan e�
(���0)

eller

�(�) = 4m� � 4 arctan e�
(���0) ;

med m heltallig. Her kan vi bruke relasjonen

arctan
1

w
=
�

2
� arctanw

til �a omskrive

�(�) = 4m� � 4 arctan e�
(���0) = 4m� � 2� + 4arctan e�
(���0) :
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Tilsammen gir det den generelle l�sningen

�(�) = 2m� + 4arctan e�
(���0) ;

med m heltallig.

Hvis vi tolker � som en tidsvariabel, s�a er � koordinaten og E energien til et endimen-

sjonalt mekanisk system med potensiell energi

V (�) =
cos�

1� c2
:

Systemet ligger enten i ro p�a en potensialtopp, eller det beveger seg fra en potesialtopp,

ved � ! �1, til en av de to n�rmeste potesialtoppene, ved � ! +1.

3b) Permanentb�lgel�sningene av formen

u(x; t) = �(�) ; v(x; t) = �(�) ;

i tilfellet � = 0 er av 9 typer:

�(�) = 2m� eller 2m� + 4arctan e�
(���a) ;

�(�) = 2n� eller 2n� + 4arctan e�
(���b) ;

der m og n er vilk�arlige hele tall, mens �a og �b er to uavhengige integrasjonskonstanter.
Den enkleste typen er alts�a der b�ade u og v er konstante.

Den nest enkleste typen er der enten u eller v er konstant, mens den andre �ker eller
avtar med 2� n�ar � �ker fra �1 til 1.

u
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Figure 3: Permanentb�lgel�sninger i tilfellet � = 0.
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Den tredje muligheten er at u og v hver for seg �ker eller avtar med 2� n�ar � �ker fra
�1 til 1. Avhengig av de to integrasjonskonstantene �a og �b f�ar vi da forskjellige

kurver i (u; v)-planet n�ar � �ker fra �1 til 1.

Figur 3 viser eksempler p�a hvordan u og v varierer sammen for slike permanentb�lge-

l�sninger, der �(�)! 2� og �(�)! 2� for � ! �1.

3c) Hvis vi antar at u = v, s�a f�ar vi to ganger ligningen

utt � uxx + (1 + �) sin((1 + �)u) = 0 :

Hvis vi antar at u = �v, s�a f�ar vi to ganger ligningen

utt � uxx + (1� �) sin((1� �)u) = 0 :

Begge disse ligningene er ikke noe annet enn skalerte versjoner av sine-Gordon-ligningen.

I den f�rste ligningen kan vi innf�re nye variable U = (1 + �)u, T = (1 + �)t og X =

(1 + �)x, s�a f�ar den formen

UTT � UXX + sinU = 0 :

I den andre av de to ligningene m�a vi innf�re i stedet variablene U = (1��)u, T = (1��)t
og X = (1� �)x.
Konklusjon: vi kan begrense oss til l�sninger av det koblede ligningssystemet som har

u = v, eller vi kan begrense oss til l�sninger som har u = �v. I begge tilfellene har vi
l�sninger som er skalerte versjoner av standard sine-Gordon-solitoner, og vi vet at de

oppf�rer seg som solitoner n�ar de kolliderer med andre l�sninger av samme type. Det

som vi ikke vet ut fra denne enkle analysen, er om disse l�sningene er ekte solitoner,

i den forstand at de overlever kollisjoner med vilk�arlige (lokaliserte) l�sninger av det
koblede ligningssystemet.

3d) Ansatsen

u(x; t) = �(�) ; v(x; t) = �(�) ;

innsatt i de koplede sine{Gordon-ligningene gir ligningene

(c2 � 1)�00 + sin(�+ ��) + � sin(�+ ��) = 0 ;

(c2 � 1)�00 + sin(�+ ��) + � sin(�+ ��) = 0 :

Her multipliserer vi den f�rste ligningen med �0, den andre med �0, legger sammen og

integrerer, det gir ligningen

c2 � 1

2

�
(�0(�))2 + (�0(�))2

�
� cos(�(�) + ��(�))� cos(�(�) + ��(�)) = (c2 � 1)E ;

der E er en integrasjonskonstant. Randkravene n�ar � ! �1, at �0(�) ! 0, �0(�) ! 0

og

cos(�(�) + ��(�))! 1 ; cos(�(�) + ��(�))! 1 :

gir at

E =
2

1� c2
:
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Ligningen ovenfor kan da skrives analogt med en energiligning i klassisk mekanikk,

1

2

�
(�0(�))2 + (�0(�))2

�
+ V (�(�); �(�)) = 0 ;

der V er en potensiell energi,

V (�; �) =
cos(�+ ��) + cos(�+ ��)� 2

1� c2
:

3e) Vi m�a ha at

�(�) + ��(�)! 2m�� ; �(�) + ��(�)! 2n�� ;

eller ekvivalent,

�(�)! 2(m� � �n�)�

1� �2
; �(�)! 2(n� � �m�)�

1� �2
;

n�ar � ! �1, der m+, m�, n+ og n� er �re hele tall, som kjennetegner en gitt l�sning.

I tilfellet � = 0 har vi sett at vi m�a ha at jm+ �m�j � 1 og jn+ � n�j � 1, men n�ar

� 6= 0 �nnes ikke lenger noen slik begrensning.

En permanentb�lgel�sning beveger seg fra en topp i potensialet V (�; �) ved � ! �1
til en annen topp ved � !1.

I tilfellet � = 0 kan en bare komme fra en potensialtopp til en av de n�rmeste �atte

toppene, eller en kan selvsagt ligge i ro p�a en og samme topp.

I tilfellet � 6= 0 har en muligheten til �a komme forbi de n�rmeste toppene og bevege seg

lenger ut i planet, faktisk hvor langt som helst. Figur 4 viser ett eksempel, med � = 0:2.
Noen av potensialtoppene er merket med kryss i �guren.
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Figure 4: Eksempel p�a permanentb�lgel�sning i tilfellet � 6= 0.
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