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Dette lgsningsforslaget er pa 6 sider.

Oppgave 4
(7p)

Med et hydrogenlignende atom mener man et atom som er ionisert s mye at det bare har ett elektron igjen.

a) Skriv ned Heisenbergs usikkerhetsrelasjon.

Dersom p og ¢ er et par av kanonisk konjugerte variable (f.eks. z-komponentene av
bevegelsesmengde og posisjon) sa gjelder

1
ApAq> 5h, 1)

der Ap = \/(p?) — (p)* 0og Aq = V/(¢?) — (9)*-

Kommentar: Vi kan bruke usikkerhetsrelasjonen til & estimere at den kinetiske energien til et hydro-
genlignende atom i grunntilstanden er omtrent

h2
2mr?

nar den potensielle energien er omtrent
2
e“Z

V- .
dmeor

Videre, ved minimering av totalenergien E = K +V med hensyn pa r finner vi at grunntilstandsenergien

er av stgrrelsesorden -
e"Z'm 1 5 92 o
Ex-—-—2""_=__Z7
2 (dmeoh) 27 ¢ ™M

og utstrekningen av grunntilstanden er av stgrrelsesorden

Jodmeol® () 1
~ me2Z ~ \mc) Za’

Dette gir en mate & svare pa de resterende delspgrsmalene.

b) Hvordan varierer energien F til grunntilstanden for et hydrogenlignende atom med kjerneladningen?

E~ 7? (2)
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c)

d)

f)

g)

Hvordan varierer utstrekningen a til grunntilstanden for et hydrogenlignende atom med kjerneladningen?

an~Z7" (3)

Hvis man skifter ut elektronet i et hydrogenlignende atom med et myon far man et sdkalt p-mesisk
atom. Hvordan varierer utstrekningen a til grunntilstanden for et slikt atom med massen m,?

1
a~— (4)
my

Merk at svaret pa dette spgrsmalet essensielt sto oppgitt i teksten til oppgave 6e).

Skriv ned Einsteinrelasjonen mellom energi og frekvens til fotoner.

Evzhl/:ﬁw:% (5)

Ved analyse av atomaere overganger gjgr man ofte dipoltilnermingen, som baserer seg pa at bglgelengden
A til det utstralte fotonet er mye stgrre en utstrekningen a til de atomeere tilstandene som er involvert
i prosessen.

Hvordan skalerer A/a med kjerneladningen for en gitt overgang (f.eks 2p —» 1s) i et hydrogenlignende

atom?
Fotonets energi, E, = —%E, skalerer som Z2, s fotonets bglgelengde skalerer som Z 2.
Og siden utstekningen a skalerer som Z~! finner vi at

A
E ~ Z_1 (6)

Dipolapproksimasjonen blir altsa darligere for tyngre kjerner.

Gjgr et numerisk overslag av forholdet A/a for hydrogenatomet. (Du trenger ikke & ta hensyn til nume-

riske faktorer som 2 og , bare hvordan dette forholdet varierer med naturkonstanter som £ osv.)

Fra Einstein-relasjonen

he he 4 h 1
A= X ol —orxoxox
E, WE7 Txex 3 % me Z2a2

og det tidligere estimatet for a finner vi at

A 4 1 1
2o X2X o X o~ ——

a Txax 3 X Za Za @
Her var det ikke meningen at kandidaten skulle finne fram til (den ikke ubetydelige)

faktoren mT”, bare at forholdet gar som Zia
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Oppgave 5

(7p)
a)

b)

Skriv ned de relativistiske uttrykkene for energien E og impulsen p til en fri partikkel med masse m
og hastighet v. Vis at stgrrelsen E?/c®> — p? er uavhengig av v, og derfor er en relativistisk invariant
stgrrelse.

Den frie partikkelens energi og impuls er

mc2 mv

V1—v%/c? oEP= V1—02/2

der c er lyshastigheten. Vi finner herav at

— —-p°=...=mc, (9)
dvs. er uavhengig av v, og derfor en relativistisk invariant.
Vis at en fri partikkel ikke kan absorbere et foton. [Hint: Anta det motsatte, og vis at dette er umulig.

Velg f.eks det koordinatsystemet hvor partikkelen er i ro fgr prosessen.]

La oss kalle energi og impuls for fotonet for E,, p,, og energi og impuls til partikkelen
for og etter prosessen for henholdsvis E, p og E', p’. Dersom prosessen skal vaere mulig,
krever energi- og impulsbevarelsen at

E'=E,+mc og p =p,,
nar prosessen betraktes fra hvilesystemet for partikkelen (for prosessen). Dette gir

E12
= p? = (Ey/c— me)? — pgy =m2c + 2p,mec,

som er stgrre enn m?c?. Fglgelig er prosessen kinematisk umulig.
Betrakt fotoelektrisk emisjon av et atomaert elektron, med en slutt-energi E¢ som er ikke-relativistisk,
men likevel mye stgrre enn bindingsenergien. Skriv ned ligningene for energi- og impulsbevarelse.

Vis at impulsen py til det emitterte elektronet og rekyl-impulsen q til rest-atomet begge er mye stgrre
enn fotonets impuls p,. [Anta under utledningen at rest-atomets rekyl-energi er neglisjerbar.]

Nar rest-atomets rekyl-energi neglisjeres, er ligningene for energi- og impulsbevarelse:
Ey=FEp+E; og py=a+py,

der Ep er bindingsenergien. Siden E¢ > Ep, er ogsa E, > Ep, og vi har at Ef = E,.
Derfor har vi

D 2m, P 2
szpfﬁ Py :EszE’YE’
mens p, = E, /c. Fglgelig er
Pl % >1, q.ed.
Py Uy
Vi har da videre at
i:Mz‘zﬁ>>l, q.e.d.

Dy Dy Dy
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d)

Det ikke-relativistiske tverrsnittet for fotoelektrisk emisjon av et elektron fra et hydrogenlignende atom
kan i Born-approksimasjonen skrives pa formen

256 as\2 (Ep\"?
=B an(ey (22)"

Hva star symbolene «a, ap, Z, Ep og E, i dette uttrykket for?

Tverrsnittet 0., avtar svert raskt med gkende foton-energi. Hva er (kort forklart) bakgrunnen for
denne oppfgrselen?

Symbolet « star for finstrukturkonstanten, =~ 1/137 (= €% /4nephc for den som husker
uttrykket). ap star for Bohr-radien, ~ 0.5 x 107! m (= 4meoh?/mee? for den som
husker uttrykket). Z er atomnummeret. (Og ap/Z er “radien” til grunntilstanden i det
hydrogenlignende atomet, for den som husker det.) Ep er bindingsenergien, og E, er
foton-energien.

Hovedarsaken til energi-avhengigheten er at matrise-elementet for fotoeffekt i Born-
approksimasjonen er proporsjonalt med impulsbglgefunksjonen ;(q) i begynnelsestil-
standen. Denne avtar raskt med gknde ¢. Siden E, ~ E; = pfc /2me = q%/2m,, betyr

dette at tverrsnittet vil avta raskt med gkende E,. [For den som husker det, avtar Jz(q)
som ¢~* for store q. T tverrsnittet bidrar derfor [1);(q)|* med en faktor g% oc E*. Dette

forklarer mesteparten av faktoren E, 7/2 { tverrsnittet.

Hvordan avhenger Ep og 04, av Z7

Det vesentlige her er at bindingsenergien Ep (ikke-relativistisk) er proporsjonal med
72, slik at tverrsnittet blir proporsjonalt med femte potens av atomnummeret Z.

Oppgave 6

(7 p)

Et foton med impuls hk; spres pa et elektron med bglgefunksjon ¥;(r). Fotonet gar ut med impuls fiksa, og
elektronet far sluttilstanden ¥ ;(r). Matriseelementet for reaksjonen er

My; = / Ti(r) 'Y Oy (r)d’x,

der Q = ki—k,.

a)

b)

Anta at ¥; og ¥ representerer frie partikler, og vis at impulsen da er bevart i prosessen.

For en fri partikkel er ¥ av formen ¥ ~ eP*/" og
Mfi ~ /ei(pi_pf'i'ﬁk1 —hk2)/h dx ~ & (pi —pr+ hky, — th)

s& do ~ |My;|? har impulsbevarelse.
Anta at ¥; representerer et elektron bundet i et atom. Forklar hva vi mener med koherent og inkoherent
spredningstverrsnitt.

Koherent spredning har vi nar ¥; = U, atomet endrer ikke tilstand. For ¥; # U, er
spredningen inkoherent.



L@sNnINGg DIF4995/EVU VUF 4001 IONISERENDE STRALING, 21. MA1 2001

c)

d)

Formfaktoren F(Q) for et atom med n elektroner er gitt ved:
F@ = [ %060y ¢ iz,
j=1

der ¥(x) star for ¥(ry,ry.....,r,) og do =[[;_, d*z;.

Vis at det koherente tverrsnittet er proporsjonalt med |F(Q)|*.

Bidrag til spredningen fra elektron nr. j er for koherente prosesser,
My; = / i () 69 Wy () da.

Bidrag fra alle elektroner summeres koherent til
n .
My = [ i) Yo wi(e) = F(Q)
j=1

Tverrsnittet er do ~ |Mp;|* ~ |F(Q)°.

For hydrogen er elektronbglgefunksjonen ¥(r) = (wad)~!/?e~"/%0 der ao er Bohr-radien.

Vis at F(Q) for hydrogen er
1

@)= i Qaopy

Fu(@ = [ i) ) da

= i /e2r/a—|—iQ-r ds.’E
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wa?
1 *° —2r/a 2 ! iQr cos 0 o
= — e rdr e dcosf do
Ta 0 -1 0
iQr _ o—1Q
R
ad J, 1Qr
_ 2 90 [ dre- GO 4 Lk (kompleks konjugert)
a*Q 0Q Jo o
-2 0 a -2 ia®
a3Q 0Q (2 —iQa) a®Q (2 — iQa)?
=2 a?(2+iQa)’ -2 -8Qd’
BQ (22+Q22)? dQ 4+ Q22)
1

T

(10)

e) Beregn F(Q) for fotoner som har energien hw = 10 keV og som spres pa hydrogen med spredningsvinkel

6 = 60° (ap = 137 x (h/mec), mec® = 0.511 MeV).

Q? = (k; — ko)? = k2 + k2 — 2k ky cos § = 4k? sin® g
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nar k1 = ko = k.

Qa  137h2ksin$ fw
R A =137 Z
2 mec 2 MeC2 Sty

nar k = 2. Med hw = 10 keV og § = 60° er
Qa 10*

= — si °)=1.34 F = 0.128.
5 1370.511.106 sin(30°) 340 og F(Q)=0.128

f) Den inkoherente spredningsfunksjonen S(Q) er gitt ved
S@Q = [#ie) Y AT w0~ Q)P
J.k=1
(se ogsa punkt c). Beregn S(Q) for hydrogen.
For hydrogen er n =1 og
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(11)

(12)



