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Noen nyttige konstanter:

Lyshastigheten i vakuum ¢ = 299792458 m/s

Permeabiliteten i vakuum po = 4w x 107" N/A2

Permittiviteten i vakuum €0 = 1/(uoc?) = 8,854817187 x 10-12 F/m

Den reduserte Plancks konstant % = 1,0545727 x 1034 J s

Elementeerladningen e = 16021773 x 10~1°C

Elektronmassen me = 9,109390 x 10~% kg

Protonmassen mp = 1,672623 x 10727 kg

Bohr-radien ap = 4megh?/(e*m,) = 5,2917725 x 10-11 g
Oppgave 1:

Spinnet til en partikkel med spinn 1/2, for eksempel et elektron, er en vektor

S =

5
ag.

o

De tre komponentene av & er Pauli-matrisene

(o1 (o i (1 0
Og = 10 H Uy— ] 0 1 gz = 0 _1 .

a) Anta at spinntilstanden til partikkelen er gitt ved spinoren

o=(3)-

Beregn forventningsverdiene (o), {oy) og (0.} i denne tilstanden,
Vi definerer for eksempel

(G'x> = Wcmb .

Hvorfor sier vi at dette er en tilstand med <spinn opp=» i z-retningen?
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b) Anta i stedet at spinntilstanden er gitt ved spinoren

1 i
=3 (1)
Beregn forventningsverdiene (o), (oy) og (o) i denne tilstanden.

Beregn ogsa variansene var(oz), var{o,) og var(c;). Vi definerer for eksempel

var(oz) = {(0gz — (Uz))z) = (U:rz) - (‘7&“)2 .

I hvilken retning har denne tilstanden spinn opp?

Fordi elektronet har elektrisk ladning ¢ = —e og spinner om sin egen akse, har det et magnetisk
moment 5
- q z e z eh
=g—28§=—9g—8§=—qg—¢.
k=g 2m g 2m g 4m J

Her er m elektronmassen, g/(2m) kalles det gyromagnetiske forholdet, og tallet g = 2,00233
er den gyromagnetiske faktoren for elektronet.

Det magnetiske momentet /I i et magnetfelt B har en potensiell energi — i-B. Vi antar at B
er konstant i tid og rom og har retning langs den positive z-aksen. Hvis vi bare ser pa spinnet
til elektronet, sa er Hamilton-operatoren H lik den potensielle energien,

I eh _ =
=—u'B=gao-B=h¢uam,

d
er e B
T dm
Tilstanden til elektronspinnet beskrives av en spinor

1/):(';”);) (1)

som er tidsavhengig og oppfyller Schrodingerligningen

L dy

med B=|B|.

c) Vis at komponentene ¥, av spinoren v oppfyller ligningene

d
g 1= -, %¢2=_iwwla
og at den mest generelle lgsningen av disse ligningene er

PYi1(t) = ae™™ L pet | . yy(t) = aeT¥ — pelut

’ (2)
der a og b er vilkarlige komplekse konstanter.

Normeringsbetingelsen

Pl = [ |* + o* = 1 (3)

gir en relasjon mellom konstantene a og b. Hvilken relasjon?



EKSAMEN 1 FAG FY 1004 Side3av 5

d) Beregn forventningsverdiene (o), {oy) og (0.) i tilstanden ¥ som er gitt ay ligning-
ene (1), (2) og (3).

Disse forventningsverdiene kan variere periodisk med tiden (det avhenger delvis av kon-
stantene a og b). Hva er perioden?

Hva er forventningsverdien (H) av Hamilton-operatoren H = Aw o, ?

Er denne forventningsverdien tidsavhengig?

Oppgave 2:

En partikkel med masse m beveger seg i en endimensjonal potensialbrgnn med fat bunn
og med uendelig hgye vegger i posisjonene z = ~qog ¥ = a (@ > 0). Bolgefunksjonen
¥ = ¥(z,t) beskriver tilstanden til partikkelen ved tidspunktet ¢, og oppfyller den tidsay-
hengige Schrodinger-ligningen

., 0 R 82

1556@(2:, i) = —%6—9:2\11(35,0 (4)

for —a < z < a. Bolgefunksjonen oppfyller dessuten randkravene U(—q,t) = U(a,t) = 0.

a) Lay(z) = ¥(z,0), det vil si at bplgefunksjonen Y(x) beskriver tilstanden til partikkelen

ved t = 0.
Anta at 9(z) er en lgsning av den tidsuavhengige Schrédinger-ligningen
R d?
o 3z (@) = Ev(a) (5)

for —a < z < a, med randkravene ¥(—a) = 9(a) = 0. Her er E energien,

Lgs den tidsavhengige Schrodinger-ligningen (4). Det vil si, bestem hvordan bglgefunk-
sjonen ¥(z,t) avhenger av tiden f.

I dette tilfellet kalles W(z,t) en stasjoneer tilstand. Hvorfor?

Er ¥(z,1) en lgsning av den tidsuavhengige Schrédinger-ligningen for ¢ # 07
Begrunn svaret.

b) Ligning (5) med randkrav har alltid den trivielle lgsningen ¥(z) = 0 for —q <z <aq,
men vi ser bort fra den. Bare spesielle diskrete verdier av energien E er slik at ligning (5)
med randkrav har ikke-trivielle lgsninger.

Hvis ¢ og ¢ begge er ikke-trivielle lgsninger av ligning (5) med randkrav, med samme
energl E, s ma ¢(z) = n(z) for alle z, der n er en konstant. Begrunn denne pastanden,

c) Paritetstransformasjonen P transformerer et punkt z over i —I, og en bglgefunksjon 1
over i ¢ = Py definert ved at ¢(z) = P(—z) for alle z.

Vis at hvis 1 er en lgsning av den tidsuavhengige Schrodinger-ligningen (6) med energi
E, sd er ¢ = P en lgsning av den samme ligningen med samme energi E.
I fplge punkt b) ovenfor mé da ¢(z) = m(zx) for alle z, der 1 er en konstant.

Nar Pt = m for en konstant 5, s4 er ¢ en egenfunksjon for paritetsoperatoren P med
egenverdi 7, og vi sier at n er pariteten til bglgefunksjonen 1.

Hvilke verdier kan pariteten n ha? Begrunn svaret.
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d)

f)

Side 4 av 5

Bglgefunksjonene

1 nre
W@ =@ =z eos(T) o8 o) = xale) = T on(72)
oppfyller begge den tidsuavhengige Schrodinger-ligningen (5) med energi

n2n2p?

B = et

bortsett fra at randkravene er oppfylt bare for spesielle verdier av n.
Randkravene ¢,(—a) = ¢n(a) = 0 er oppfylt ndr n = 1,3,5,.. ..
Randkravene x,(—a) = xn(a) = 0 er oppfylt ndr n =2,4,6,. . ..

Vis at energiegenfunksjonene 1 = ¢, og ¥ = x, er normerte, slik at

" dz @) =1.

Hva er pariteten til ¢, og xn?
Anta nd at partikkelen ved tiden ¢t = ( er i tilstanden ¥(z) = ¥(z,0), med
W(z) = N (a® — z?) for -—a<z<aq.

Beregn normeringskonstanten N slik at ¢ er normert,

" dw ) =1

Har denne tilstanden en bestemt paritet, og hva er i sa fall pariteten?

Har denne tilstanden en bestemt energi, og hva er i sé fall energien?

Beregn forventningsverdien av energien,
a

(H)= [ dazy" Hy,
—a

i tilstanden (z) = N (a® — z%). Her er H Hamilton-operatoren,
h? 92
" 2m 8a?

Sammenlign (H) med grunntilstandsenergien. Kommentar?
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g)

h)
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Belgefunksjonen ¢(z) = N (a2 - z?) kan utvikles i en Fourier-rekke for —a <z < aq,det
gir at
b(z) = by di(x) + bs d3(z) + bs ps(z) + - = > bokt1 ok (z)
k=0
32a* N <= 1 1
= 3 (—l)k _.-.—3 COS(M) s
A (2k+1) 2a

der

f” 32a5/2 N

bok1 = adI (P2r+1(2))" ¥(z) = (-1)* [CEE

Uttrykk forventningsverdien av energien, (H), ved koeffisientene b, b3, bs,
egenverdiene Ey, E3, FEs, . . ..

Nér belgefunksjonen ved t = 0 er ¥(z,0) = P(z) = N (a? - z2), s& er
o0
U(z,t) = " copr1(t) dorsa ()
k=0

med tidsavhengige koeffisienter c;(t), c3(t), cs(t), . . ..

Ved tiden ¢t = 0 har vi koeffisientene

32a°/2 N

Cak+1(0) = bggyr = (—1)* ETFSVER

Hva er cax41(t) ved en vilkarlig tid ¢7

Forventningsverdien av energien er
Q

(H) = f dz (U(z, 1)) HU(z,1) .
—-a

Er den tidsavhengig?

... Og energi-





