Eksamen FY1004 Innfgring i kvantemekanikk
Lgrdag 6. desember 2008
Lgsninger
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Vi sier ait tilstanden % har spinn opp i z-retningen fordi den er en egentilstand med
egenverdi +h/2 for z-komponenten av spinnet, S, = (h/2)o,. Vi har at ¢ Y =1, o0
derfor S,y = (h/2)y. ) 8
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Den fysiske tolkningen av at var(o,) = 0, er at vi fir samme verdi hver gang vi maler
oy. At dessuten (o,) = —1, betyr at den verdien vi fir hver gang vi mdler o, er —1
Altsé er dette en tilstand som har spinn Opp i negativ y-retning, g '

At var(oy) = 01 tilstanden 1, er matematisk sett det samme som at 1 er en egentilstand
for oy,



1c) Nar Hamiltonoperatoren er 2 x 2-matrisen

01
H= =
hwao, hw(lo),

har vi Schrodingerligningen

L d | P\ _ P
mdt(%)_hwa‘z(%)—m(lﬁ)’

som er de to ligningene

d d
gh=-"wes, a’i%:—iw%-
Innsetting viser at
Yi(t) = ae™ ™ +be,  yhy(t) = ae™ — peit

lgser ligningene, nar a og b er vilkarlige komplekse konstanter. At dette er den mest
generelle lgsningen, vet vi fordi to fgrsteordens ordinzre diﬁ'erensiaﬂigninger skal ha
nettopp to vilkérlige integrasjonskonstanter.

Vi har at

hbllz = (a*eiut + b*ewiwt)(ae—imt + beiwt) — ]a|2 + |b]2 ik a*bemwt oA b*ae—Zimt ,
|,¢)2|2 o (a*eiut _ b*eﬁiwt)(ae—iwt - beiwt) o la|2 e IblE _ a*be2iwt — brge Rt ’
By = (0%t + e ) (g e — belt) = [al? — b2 — a%b ™ 4 hrge-Tut

Normeringsbetingelsen [1;]? + |42]|? = 1 gir da at
2(Ja®+ b*) =1.
Hvis vi definerer fasevinkelen a ved at a*b = |a||b|€'®, s8 er

lyn|* = % + 2 |a||b} cos(2wt + @) ,

1

|?1b2|2 2~ 2 |a||b] cos(2wt + @) ,

e = (Y3n)* = |af® — |b|* — 21 |a||b] sin(2wt + a) .
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{02) = ( Y1 3 ) (1 é)(:ﬁ; ) = i + P39 = laf* - b2,
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" ) ( ) — i (i — 3%1) = —4 ol sin(2ut + a)
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(55
( {1) Bl ) ( il ) = [ih* — [¥al* = 4]a]|b| cos(2wt + a) .
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Hvis a # 0 og b # 0, s oscillerer de to forventningsverdiene (o) og () med vinkel-
hastighet 2w, og med periode T gitt ved at 20T = 27, altsd

T  4mm
P e P
w geB

Forventningsverdien av H = hwo, er
(H) = hw{o3) = 2w (|af? — |b]?) .

Den er ikke tidsavhengig. Det kunne vi ha sagt uten & regne, fordi H alltid er en
bevegelseskonstant nar den ikke er eksplisitt tidsavhengig. Definisjonen p4 en bevegel-
seskonstant er at den har tidsuavhengig forventningsverdi i enhver tilstand.

Lgsningen er
U(z,t) = e % Blop(z) .

Vi ser at dette er en lgsning nér vi setter inn i den tidsavhengige Schrddinger—ligningen,
og vi ser at startbetingelsen ved t = 0 er oppfylt, nemlig ¥(z,0) = Y(z).

U(xz,t) kalles en stasjoneer tilstand fordi forventningsverdien

<m=/3mwmﬁrAwmﬂ=[hwwerw@

er tidsuavhengig for enhver observabel A som ikke er eksplisitt tidsavhengig. Med andre

ord: det finnes ingen observabel som vi kan bruke til & pavise at tilstanden forandrer
seg med tiden.

Ja, ¥(z,t) er en lgsning av den tidsuavhengige Schrédinger-ligningen, bade for ¢ = (
og for ¢ # 0. Det ser vi ndr vi setter inn, faktoren e % E* er nem

g uavhengig av z og
opptrer i ligningen som en konstant som kan forkortes vekk.

Vi har en linezr andreordens ordinser differensialligning med de to randkravene P(—a) =
(a) = 0. Den generelle lgsningen av differensialligningen uten randkrav inneholder to
vilkarlige integrasjonskonstanter. Det ene randkravet, for eksempe] ¥(—a) = 0, elimine-
rer den ene vilkdrlige konstanten. Hvis det andre randkravet, ¥(a) = 0, eliminerer den
andre vilkdrlige konstanten, si stir vi igjen med bare den trivielle lgsningen 1(z) = 0,

som alltid eksisterer.

For at det skal finnes en ikke-triviell lgsning, mé lgsningen altsd inneholde ngyaktig en
vilkérlig konstant. Béde ligningen og randkravene er homogene, det vil si at hvis Y(z)
er en lgsning, sd er ¢(z) = m)(z) en lgsning, der 7 er en vilkérlig konstant. Vi kan ikke
ha mer enn en vilkérlig konstant, derfor finnes det ikke andre lgsninger.

Vi skal vise at hvis

2

- @) = Bul) )

2m

for —a < z < a, med randkravene (—a) = ¥(a) = 0, s er

o
~ 5. 8"(z) = E¢(x) (2)



2d)

2e)

for —a < z < q, og randkravene ¢(—a) = ¢(a) = 0 er oppfylt. Her har vi definert
¢ = P, altsd ¢(z) = ¢¥(—z) for —a Lz < a.

Ta randkravene fprst. Vi har at ¢(—a) = 9(a) = 0 og ¢(a) = 1 (—a) = 0.
Sa ligningen. Deriver definisjonsligningen ¢(z) = 1)(—z) og bruk kjerneregelen:
¢'(z) = —¢'(—x), ¢"(z) = = (—¢"(-2)) = ¢"(~2z) .

Vi setter inn i ligning (2) og far ligningen

hz
—5- ¥ (=) = E¢(=q), 3)
som er rett og slett ligning (1) evaluert i —z istedenfor i z.

Nar ¥(—z) = ny(z) for alle z (mer presist for —a <z < a), 88 ma n = +1.
Bevis: for alle = er

¥(z) = $(—(-2)) = np(~2) = 1°Y(z) .

Siden det finnes minst en = der ¥(x) # 0, s& ma n% = 1.

Vi skal vise at
a 1 fe nrE
d 8 —f 2(—) =
. 2 |@n(2)]| /. dz cos R 1
forn=1,3,5,..., 0g at
a 1 fa nmne
2 _ 1 Lof MTTN
fadas|xn(:c}| = a/ﬂﬂdw sin ( 5 ) =1

for n=2,4,6,....

Integralene er enkle & beregne nar vi husker at cos? og sin® oscillerer omkring 1/2, og
gjennomsnittsverdien er 1/2 nér vi integrerer over hele perioder av svingningen.

Mer formelt kan vi for eksempel bruke identitetene
2T :E( (m)) -z(m):i nre
cos ( 7 ) 5 14 cos = ; gin % 5 (1 - cos(T)> .
Sett ¥(z) = N (a? — z?). Vi skal ha at
a a a,
1= [ i@ = [ da VP @ -a?)? = 2N [ do (ot - 2% + o4)
. s 0

20 ad 16| N |2a®
=21NI2(CE5——3—+—5—)=—-|15| g

Vi kan like gjerne velge N til a veere positiv, da ma

15
N——dﬁ.

Tilstanden har paritet +1, idet ¢(—x) = N (a? — (—z)?) = N (a? - 2?) = y(x).

Men den har ikke en bestemt energi, for hvis vi setter inn i den tidsuavhengige Schrédinger-

ligningen, ser vi at den ikke er en lgsning for noen verdi av energien E. (Husk at E skal
veere en konstant!!)



2f)

2h)

Med ¥(z) = N (a? — z2) er

h2 2
HY(@) =~ (2) = M,

(I parentes bemerket: ¢"(z) = —2N er ingen akseptabel bglgefunksjon, den oppfyller
nemlig ikke randkravene ¢"(—a) = 3" (a) = 0.) Forventningsverdien av energien er

a 2 a
H) = [ de @) Ho@) = NP [ a2 (o2 - o)

—a

2h2 a 2 3 2 2
T’n_[lefo dz (a? — g?) = 2 15 (as—a—)=§h—2—l,25—-—h .

m 16@5 3 4 ma - maz

Til sammenligning er grunntilstandsenergien

7{2 2 h?
Bi=gms=1287 —

Vi har altsé funnet en tilstand med en forventningsverdi av energien som ligger bare
1, 3% over grunntilstandsenergien. Nar denne tilstanden gir en god tilnerming til grunn-
tilstandsenergien, sa betyr det at tilstanden er en god tilneerming til grunntilstanden.
Se ogsa kommentar under neste punkt.

Vi kan forgvrig snu argumentet rundt og si at vi har funnet en god tilnzrming til 7,
nemlig 7°/8 ~ 5/4, det vil si at m &~ /10 = 3,162... .

Nar ¢ =bi¢p; + bads + -+, sé er

(H) = /_a dey"HY = | da (bigr +bsgs+ )" (01Ery + by By + - )

= |b1’E1 + |b3|*E3 + |bs|2E5 + - - .

Det siste likhetstegnet folger av at energiegentilstandene ®1, 3, ¢s, ... er ortonormale:
a
/ dz (¢;(z))" ¢k (z) = &k .
—a
At bglgefunksjonen 1) er normert, betyr at

1= /_a dz ¥*y = ad;r;(b1¢;1-|-b3q53+..,)*(b1¢1+b3¢3+”.)
= [b1)® + [ba* + b5 |2 + - - .

Tolkningen er, som kjent, at p, = |b|? for k = 1,3,5,... er sannsynligheten for at
partikkelen er i energiegentilstanden . Skriver vi PL=1-pP3—ps~ ... s8fsrviat

(H) = E1 + p3(Es ~ E1) + ps(BEs — Ey) + .. .

Siden py =2 0 og Ex — E; > 0 for k = 3,5,7,..., s viser det at (H) > Ej. Den nedre
grensen (H) = E; oppnés hvis og bare hvis p; = 1 og p3 = Ps=...=0,dvs. at ¢ er
grunntilstanden, ¢ = b;¢;.

Svar: ¢, (t) = by e_%Et, og
(H) = lcl®)*B1 + |ea()|*Es + |es(8)2Es + -+ - = [by|2E; + b32E5 + [bs|*Es + - -

Forventningsverdien (H) er tidsuavhengig, se kommentar under punkt 1d).





