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Dette lgsningsforslaget er pa 5 sider.

Oppgave 1. Prosesser i QED
Tegn, i de tilfeller dette er mulig i kvante-elektrodynamikk (QED), Feynman diagrammene for alle bidrag av
laveste ikke-trivielle orden for prosessene nedenfor. For noen tilfeller eksisterer det Feynman diagram, men

prosessen er likevel ikke mulig i vakuum. Angi slike tilfeller, og forklar kort hva som gjgr prosessen umulig.
a) e ut —eput
b) e pt —etpu~
Umulig i QED. Bryter konservering av elektrontall og myontall.
c) um—ey
Umulig i QED. Bryter konservering av elektrontall og myontall.
d) p= —peet
Bryter konservering av firerimpuls.
e) vy~

Bryter konservering av firerimpuls og ladningskonjugasjon invarians (Furry’s teorem).

£) vy — vy

Oppgave 2. Fotoproduksjon av elektron-positron par
I denne oppgaven skal du se pa prosessen, vy — ete™. Betrakt prosessen fra massesenter systemet, og regn
med naturlige enheter i = ¢ = 1 der dette er enklest.

a) Tegn Feynman-diagrammene for alle bidrag av laveste ikke-trivielle orden for denne prosessen. Pafgr
diagrammene alle ngdvendige impulser og indekser.

Anta at de innkommende fotonene har kvantetall k1,71 og k2,72, og at det utgaende elektronet (resp.

positronet) har kvantetall p1, s1 (resp. pz, s2). Innfgr videre ¢ = p1 — k1 og ¢’ = p1 — ko.
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b)

d)

)

Bruk Feynman-reglene i vedlegget til & skrive ned de tilhgrende algebraiske bidragene til sprednings-
amplituden M g;.

My = MS:Z) + M;bi), med

caqla) g2 i
_1/\/1]% = (ie) o —

a0 2 1
—lei = (ie) 7q’2—mg+ie

u(p1,s1)Y" (4 +me)y v(p2, 52)) eu(k1,r1)en (b2, r2) (1)

u(p1, 517" (¢ + me)y v(p2, 52)) eu(k1, m1)en (k2,72) (2)

Bruk dimensjonsanalyse og kvalitativ informasjon fra Feynman diagrammene til & ansla stgrrelsesorden
til det totale spredningstverrsnittet i det spesialtilfellet at hvert foton har energi £ = 2m.. Dvs., bestem
hvilken algebraisk kombinasjon av fysiske parametre tverrsnittet ma avhenge av, og regn ut stgrrelsen
pa denne kombinasjonen i vanlige SI-enheter.

Oppgitt: m. = 0.511 MeV/c2
h=1.05457266x1073* Js = 6.5821220x107 ¢ eVs, ¢ = 299792458 ms™!, e = 1.60217733x107° C,
a = e*/(4mreohc) = 1/137.0359895.

Amplituden er proporsjonal med e?, sa tverrsnittet ma veere proporsjonal med e?, dvs.
a?. Den eneste stgrrelsene i problemet som kan gi oss en lengde (eller tverrsnitt er m.,
dvs. Comptonbglgelengden A\, = 1/m. — h/(mec). Derfor ma

h 2
Otor = C' % <O‘> =C x7.94-107" m?, (3)

MeC
der C er en rent numerisk konstant av orden 1.

Det upolariserte tverrsnittet framkommer ved at vi midler over spinntilstandene (r1,72) til de innkom-
mende fotonene, og summerer over spinntilstandene (s1,s2) til det utgaende elektron-positron paret.
Amplitudekvadratet > |M ;| kan da uttrykkes som en sum av spor over y-matriser (med pre-
faktorer).

T17T28182

Finn denne summen. Du trenger forelgbig ikke a regne ut sporene.

Vi finner

e ( Toa (Tap + Tha) Thp ) @)

Ma2=S
Ml =T\ T @ ) Ty

der faktoren 1/4 skyldes midling of helisitetene til de to fotonene, og

Toa = Te{y"(d +me)v"(By — me) (g + me)vu(py + me)}

Tab Tr {’Y“(g +me)y” (Py — mE)’YM(ﬁl + me)v () + me)}
Tha Tr {’Yy(g, +me)y" (g — me) v (d + me)vu(py + me)}
Typ = Te{7"(d" +me)y" (By — me)vu(d’ + me) v (By +me) }

Anta na at energien E til hvert innkommende foton er mye stgrre enn hvileenergien til elektronet,
E > me, slik at man kan sette m. = 0 i alle uttrykk. Finn i dette grensetilfellet eksplisitte uttrykk for

alle sporene som inngari Y, , |M;y;|* fra forrige punkt.

rsrls
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Vi finner

Tua = Tr {V"47" Boyodvuby } = (—2)° Tr {dpodip } = 32(p19)(p2q) — 16 ¢* (p1p2),

Tap = T {47 Porypd Ywoiby } = (=2) - 4 (q¢ ) Tr { oy } = —32(qq") (p1p2),

Tha = Tr {74V byvodvupy } = (=2) - 4 (qq") Tr {popp, } = —32(qq) (p1p2),

Top = Tr {7V ' V" Povud vwoibr } = (=2)° Tr {d'Pott P, } = 32(p1¢)(p2d') — 16 ¢ (p1p2).

(_
(_

f) Finn i grensetilfellet £ > m. et eksplisitt uttrykk for det differensielle parproduksjons tverrsnittet

(42) . Uttrykk svaret ved energien E og vinkelen ¥ mellom et av de innkommende fotonene og det
par

utgaende elektronet.

Vi velger koordinater slik at

ki = FE (1,0,0,1), ko= F (1,0,0,—1)),
p1 = FE (1,sin9,0,cos¥), p2=FE (1,—sin?,0,—cosv),

dvs. slik at
q=p1—ki=FE (0,sin9,0,cosd — 1), ¢ =p; —ke=FE (0,sin1,0,cos? + 1).
Vi regner da lett ut at

(p1p2) = 2E°,

(p1q) = —(p2q) = —E*(1 — cos¥) = —2E”sin®9/2,
(p1q)) = —(p2q') = —E*(1 + cos¥) = —2E? cos® 92,
¢® = —2F%*(1 — cos¥) = —4E%sin® 92,

(qq') =0,

q* = —2F*(1 + cos¥) = —4E? cos® 92,

og videre at
Toa = Ty, = 128E* sin® 9/2 cos® /2, Tup = Tha = 0.

Fra den oppgitte sammenhengen mellom amplitudekvadrat og tverrsnitt finner vi tilslutt
i den aktuelle grensen

1

do = —— i2 dQ
g 647‘(’2(214511422) ‘Mf |
1 et 1 1 1
= — 128 E? sin9/2 cos?9/2 A9
64n2 - 4E2 4 (—4E2)? <sin419/2+cos419/2) sin”9/2 cos™ 9/

a? [cos?9¥/2  sin?49/2
= dQ. )
8E? (Sin2 9/2 T o 0/2) 5)
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Oppgave 3. Majorana fermioner
I denne oppgaven skal du se litt pa modellen beskrevet av den linesere feltligningen

i0" 8, Lo —iMolgLh =0, (6)

der L, er en tokomponent spinor, og o* = (1, —o). De eksplisitte uttrykkene for Pauli-matrisene o stér i ved-

leg%et

a)

b)

For a finne planbglgelgsningene til denne ligningene kan det veere hensiktsmessig & innfgre egenspinorene

, der

(0 P)as Xy (0) = rlp| X (), =1 (7)

Bruk det faktum at o2 er imaginser og antikommuterer med de reelle matrisene o, o2 til 4 vise at man

kan velge x(7)(p) = io?x P (p)*.
Vi tar utgangspunkt i at

(09" + 0%p* + 0*pP)as xS (B) = Ip x5 (D)

Ved kompleks konjugasjon fas

(69" — 0% + "5 )as X5 () = [P X% (5).

20.1 1 2.3 3

Multiplikasjon med ioc? og bruk av at o = —0lo? og 0203 = —030? gir

(_Ulpl - 02p2 - 0—3p3)aﬁ IU%WX’()/ s ( ‘p‘ lo—a'yX +)*( )

som viser at io X(+)*(p) er en egenvektor for (o - p) med egenverdi —|p|, og derfor er
et mulig valg for x(7)*(p).
Gitt valget over, hva blir da io?x () (p)*?
Tips: Husk at 020 = 1.
Direkte innsetting gir

io”x 7 (p)" = (i0*)(i0*) X (5)" = - (), (8)
siden (i0?)(i0?)* = —0%0?% = —1.
Gjor na (planbglge) ansatsen

L(z) = At (p)X P (B) e + B-(p)x' ) (p) ™ 9)

der koeffisientene A4 (p), B—(p) antas & veere reelle. Bruk sa ligning (6) til & finne et linesert homogent

ligningssystem for disse koeffisientene.
Tips: Bruk at en ligning av formen

Ce X @) e + X T(p) e =0
bare kan vaere oppfylt dersom Cy = C_ =
Vi finner at
ic" 9, L = (p°—0o-p) AL(p)X P (p) e — (1° — o - p) B_(p)x 7 (h) P
= (0° - Ipl) Ax ()X (B) e — (° + [p]) B-(p)x ) (p) TP,
—Mio?L* = —MA, (p)x' 7 (p) P + MB_(p)x P (p) e .

Vi innsetter dette i (6), og krever at koeffisientene framfor x(*)(p) e~ % og x()(p) eiP*
skal forsvinne. Dette gir

("8 it ) (50 )= "
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d) Hvilken (dispersjons)relasjon ma p° oppfylle for at ligningssystemet fra forrige punkt skal ha lgsning

f)

forskjellig fra null?

Ligningssystemet (10) har ikke-triviell lgsning bare dersom determinanten til matrisen
forsvinner, dvs. hvis —(p° — [p|)(p° + |p|) + M? = 0, eller

P’ = £/ M2+ p2. (11)

Anta en lgsning der p° > 0 oppfyller dispersjonsrelasjonen, og bestem forholdet mellom B_ og A, i

lgsningsansatsen (9).
Vi finner f.eks

0 _
)= TPV 4, ) (12)

som kan lgses ved f.eks. a velge A1 (p) = +/p° + |p| og B_(p) = /pP° — |p|.

Skissér hvordan du ville ga fram for & finne den generelle lgsningen til feltligningen (6), uttrykt ved

planbglger, og for a kvantisere dette feltet.

Vi har her funnet en sett med planbglgelgsninger, pa formen
LY (p;x) = VPO + [Pl X (B)a e + /P — Ip| X7 (B)a ™. (13)

Ved & superponere slike, med reelle koeffisienter, far vi forsatt en lgsning av Majorana
ligningen. Men dette er ikke alle planbglgelgsningene!

Hvis vi i stedet antar at koeffisientene A, og B_ er rent imaginaere far vi planbglgelgs-
ninger pa formen

LO(p; ) = iv/p0 — [p| XD (B)a e " —iv/pO + [p] X7 (p)a " (14)

Videre, ved & bytte om x(t) og x(7) i lgsningsansatsen finner vi planbglgelgsninger pa
formen

LO(p;z) = /PO — [p| X (B)a e + V10 + p| X ()a €. (15)
0g . .
L (p;2) = iv/p0 + [p] X (B)a e +iv/p0 — [p] XD (D)o " (16)

Dette danner en fullstendig basis av planbglgelgsninger. For en generell lgsning kan vi
superponere slike med vilkarlige reelle koeffisienter. For kvantisering postulerer vi at
disse reelle koeflisientene skal veere hermittiske kombinasjoner av kreasjons- og annihi-
lasjonsoperatorer.



