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Oppgave 1.
En variant av fri elektrodynamikk er definert ved Lagrangetettheten

L=-(E*-B*)+0E-B (1)

N

der E=—-Aog B=V x A.
I denne modellen er den kanonisk konjugerte impulstettheten til A gitt som

A, MIa=A
B. lla=EFE

C. lhy=E+6B
D. liy=—-E—-60B
E. ll,=A+6V-A

L]

Replacing E by —A the Lagrangian becomes
IRYT ) .
L= (A B ) 9A B 2)

from which it is easy to see that 114 = % = A—-0B=—-FE—0B.

Oppgave 2.
Bevegelsesligningen som kan utledes fra Lagrangetettheten (1) er

A, DA-V(V-A)=0
B. OA+0V-B=0
C. OA+0($B-VxE)=0
D. JA=0

E. OA+0(E-B)=0

LA
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Oppgitt: Vx (Vx X)=V (V- X)-AX.
Here the challenge is to handle the B? term. We may write B’ = £""9,, A", so that
B? = ™9, A"e19,A7  and  E-B=-A"¢"™"9,,A".
Then we find that

B2 o . iy g .
. _ . ijk _ipq q imn n gk _ 9 kjig pt
Y5 = O (1m0, A7 £, AnElH) — —22Mig B
= 2(VxB)f=-2[Vx(V x A,
and 9E - B
A : — 9. At cidk _ kjig Ai _ pk
aj@((’?jA’f) 0;A"e e'9;A" = B,
so that r
e = — B) +0B" = A"+ 0B*.
8Ja(ajAk) (V x B)"+ [V x (V x A"+
Likewise r
- T
Thus, the Euler Lagrange equations become
L L 0?A
. i = A)=0A—- CA) =
8t8Ak+8ja(ajAk) 92 +V x (V xA) V(V-A)=0 (3)
Oppgave 3.

Malt i naturlige enheter er positronets ladning omtrent lik

A. 1.6 x 10719

B. 0.0073
C. 0.303
D. 0.085

]

E. —-16x107"
The fine structure constant is
e? 1 (4)
a= ~ .
dreghe  137.04
Thus, in natural units (A = c=¢gp = pp = 1) we have e = Vdra ~ \/47/137.04 ~ 0.303.

Oppgave 4.
Basert pa ren dimensjonsanalyse ville man (i naturlige) enheter ansla at vakuumenergien

er av storrelsesorden € ~ 1 TeV* = (1()12 eV)4. Omregnet til SI-enheter svarer dette til en
massetetthet pa

A, £~23-10" kg/m®
e~ 2.3-10'0 kg/m*
e~ 2.3-10% kg/m*
e~ 2.3-10% kg/m*
e~ 2.3-10% kg/m*

= o aw

]
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Oppgitt: Lyshastigheten ¢ = 299792458 m/s, Planck’s konstant / = 1.055 - 10734 kg m? /s,
positronladningen e = 1.602 - 10719 C.

We first convert to proper SI units, using the fact that 1 eV = 1.603-10~' J. Now, to convert
from an expression with dimension kg*m® /s8 to something with dimension kg/m? we must
divide by hc¢P for appropriate A and B. To get the right dimension of kg we need A = 3,
Next, to eliminate s we need B = 5. This leaves the correct powers of m, 8 —3 x 2 -5 = —3.
Thus, the SI value of our expression is

k
e~ (102 x 1.604 - 10'%)" /((1.055 - 107%)3(299 792458)%) —> ~ 2.3 - 10 %2 kg/m?.  (5)

fcY
m3
Oppgave 5.
Vi definerer matrisen 7° = iy? 4! 243, Da vil

A. ~° kommutere med alle matrisene

B. ~° kommutere med 7° og antikommutere med alle ~*

C. 7° antikommutere med alle matrisene

D. ~° antikommutere med 7° og kommutere med alle *

A

E. % kommutere med 7%, 4% og antikommutere med ', v3

Consider the matrix v for any p = 0, . .., 3. To change y*~° into " we have to anticommute
through three v-matrices (those with index different from p) and commute through one (the
one with index p). Altogether we get an odd number of minus-signs, i.e. anticommuting
property. Not that this argument holds in all even space-time dimensions.

Oppgave 6.
Feynmans propagator for Dirac-partikler er definert ved ligningen

iSp(z —y) = (AT {¢ ()P (y) } Q).
der 7 er tidsordningsoperatoren. For Dirac-partikler med masse m kan denne propagatoren
representeres ved Fourier-integralet (i naturlige enheter)

4 . .

A. 1SF(*I - y) = f (;iﬂz;?4 p27n112+ie e iP(z=y)
4 . .

B. iSp(z—y)=[ (SW])Z P e i(z=y)

4 i m —ip(x—
C. iSF(SL‘ — y) = f (ng;ﬁ% € p(z=1)

4 i(—m —ip(z—
D. iSp(z—y)=/ (gﬂ?“#zﬁie e ir(z=)

E. Ingen av alternativene over.

HHLL

The Fourier transform of the Klein Gordon propagator is
i
The Fourier transform of the Dirac propagators is
i (7 +m)
p2 —m? +ie
These are very important expressions in quantum field theory, and should be remembered by
heart!
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Oppgave 7. B
La 7 veere tidsordningsoperatoren og ¥ (x), 1(x) et kvantisert Diracfelt. Da gjelder (i naturlige
enheter, dvs. nar h = c = 1)

A T{EEm} = T @) [ ]
B. T{v@@)i(y)}= T{dWe@)}+iSex—y) ||
C. T{p@bw}= T{FWv@}-isr@-y) [
D. T {(@)d(y)} = ~T {(y)v(x)} [ |
E. Ingen av alternativene over.
Her er Sp(xz — y) er Feynmans propagator for Dirac-partikler.

X

The definition of 7 is such that fermions anticommute under the time ordering symbol.

Oppgave 8.
Gitt feltutviklingen for et fritt elektromagnetisk felt i Coulomb gauge,
1 .
Az) = (ak ér € ** 4 hermittisk konju ert) . 6
0 =%~ (awr e jug (6

~—

Da er matrise-elementet (Q] aq s A(x) |Q2) lik

A0

—1iqx

B. L_é,5e
NCT

C. Ok, s

D. 1 &* 1qT
\/2|klV D3

E. Ingen av alternativene over.

HUUL

To get a nonzero result we must use the creation operator a:r],s from the expansion of A(x);
this goes together with the factor ——— é* _ e%®

\/2|k|V €as

Oppgave 9.
Lagrangefunksjonen for en modell i kvanteelektrodynamikk med et komplekst Klein-Gordon
felt og et Dirac-felt lyder

L=- (fo)go)* (D(‘P)“go) Vgt o)+ T (iy#Df?) - m) v, (7)

der D,(f) = 0y, + 2ieA, og D,(fp) = 0y, —ieA,,. For bestemte verdier av koeffisientene a og b er
denne modellen invariant under lokale gaugetransformasjoner,

Au(z) — Al (x) = Au(@) + 9u (@), (8)
p(x) — ¢(x) =MD p(a), (9)
U(z) — V(z) =@ @(z). (10)

Skriv ned disse verdiene:
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a= |-2e
b= [e]
We want

fo)/ @/ _ eiaA D,L(f) ,
or written out
(8, + 2ie (A, + 9, A)] €Yo = % [0, 4+ iad, A + 2ie (A, + 9,N)] o = €Y (9, —ieA,) o,

i.e. that iad,A + 2ied,A =0 or a = —2e.
We want

)\ A1DA [
DWW = ™ D),

or written out
[0 — e (Ay + OuA)] b = et [0 + 160, A — ie (Ay + Ouh)] ¢ = et (O —iedy) @,
i.e. that ib0,A —ied,A =0or b=e.

Oppgave 10.

Etter kvantisering med periodiske grensebetingelser i et volum V = L? gnsker vi & finne inte-
graluttrykk for fysiske storrelser, gyldig i grensen V' — oo. For tilstrekkelig glatte funksjoner
f(k) skjer dette ved a la

Y flk)—C / Pk f(k). (11)
k
Skriv ned stgrrelsen C:
%
= |ew

The constants C' is the inverse of the volume of the unit cell Ay, = (%”)d of the resiprocal
lattice, where d is the space dimension.



