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En samling av mer eller mindre relevante formler (uten nsermere forklaring) er gitt til slutt
1 oppgavesettet.

Oppgave 1

a. En partikkel med masse m beveger seg i et symmetrisk éndimensjonalt potensial, V(x) =
V(—z). Redegjor for symmetriegenskapene (paritetsegenskapene) til lgsningene av den tids-
uavhengige (stasjongere) Schrodingerligningen for et slikt potensial.

b. Anta i resten av oppgaven at V(z) = mw?z?, og anta at systemet ved t =0 pre-

2
pareres i en begynnelsestilstand
U(x,0) = Cexp|—mw(x — 0)*/2h),
der xq er en positiv konstant. Lag en prinsippskisse av W(z,0) som funksjon av . Angi om
tilstanden W(x,t) for ¢ > 0 blir stasjoner eller ikke-stasjoneer, og begrunn svaret.

c. Hva er forventningsverdiene (x ) og (ps )o (ved t = 0)?

d. Finn forventningsverdiene (z); og (p, ): som funksjoner av ¢ (for ¢ > 0), uten a lgse
den tidsavhengige Schrgdingerligningen.

Oppgave 2
Et elektron beveger seg i det tredimensjonale potensialet
Ze? 1
Vi(r)=— -
(r) 4meg 1

Vi sgker egenfunksjoner til Hamiltonoperatoren H for dette systemet, pa formen

P(r,0,0) = R(r)Y (0, ).

a. Antaat Y] er en egenfunksjon til den kvadrerte dreieimpulsoperatoren, L?, med egenverdi
P11 + 1), og vis at R(r) da ma tilfredsstille radialligningen
? 2d I(l+1 2m,
{2 -1 2 v R =0

dr? " dr 72
for at ¢y = R;Y; skal veere en egenfunksjon til H med egenverdi E.
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b. Vis (ved eksplisitt regning) at
Y, = C'sinf cos 6 cos ¢

er en egenfunksjon til L?, og bestem egenverdien og kvantetallet I. [C' er en konstant.]

c. Med [-verdien fra pkt. b har radialligningen i pkt. a en lgsning pa formen
Ri(r) = er? exp(—[r),

der c er en konstant, og parameteren ( har en bestemt verdi. Vis dette ved innsetting, bestem
parameteren (3, og finn egenverdien £ til Hamilton-operatoren H for lgsningen ; = R;Y.

d. Vis at funksjonen Y, i pkt. b er en linezerkombinasjon av to sfaeriske harmoniske.
Hamilton-operatoren H har flere linezert uavhengige egenfunksjoner med den energien
og det kvantetallet [ som ble funnet ovenfor. Angi antallet slike egenfunksjoner (inklusive
den som ble funnet i pkt. c).
For det [-kvantetallet som ble funnet ovenfor har H dessuten egenfunksjoner med andre
E-verdier enn den som ble funnet i pkt. c. Argumentér for at disse andre E-verdiene ligger
hgyere enn den som ble funnet i pkt. c.

Oppgave 3

Med tilstandene spinn opp (|z)) og spinn ned (|—z)) langs z-aksen som basis (for et spinn-
%—system) kan vi som kjent lage oss en matriserepresentasjon, der en vilkarlig spinntilstand
|x) representeres av sgylematrisen (spinoren)

X ( <<—2le>2> )

. . C1r(s - N _1
og spinn-operatoren representeres av matrisen S = ih(xax +yo, +20,) = sho. Herer o,
osv Pauli-matrisene.

a. Vis at spinoren
o cos 36
Xn = | gip s0e'?
er en egentilstand til operatoren S-n, og bestem egenverdien. Her er n en enhetsvektor med

retningsvinkler 6 og ¢: n=xsinfcos¢+ysinfsing + zcosf. [Hint: o-n = o,n, +
oy + o.n.]

b. Kontrollér at yp er normert til 1. Som nevnt innledningsvis er de to komponentene i
spinoren “projeksjonene” av den aktuelle spinntilstanden pa de to basistilstandene. Hva er
den fysiske tolkningen av disse projeksjonene?

c. Anta at spinnet er i tilstanden xy,, og at vi maler S, = S-x. Finn sannsynlighetsampli-
tuden (Ag) for maleresultatet S, = %h, beregn sannsynligheten, og forsgk a vise at denne
kan uttrykkes ved skalarproduktet x-n. Kontrollér resultatet ved a se pa spesialtilfellene
n=3x og n=—x.



d. Anta at malingen av S, gir resultatet %h, og at vi umiddelbart etterpa maler Sk, der k
er en enhetsvektor med retningsvinkler 6’ og ¢’. Hva er da sannsynlighetene for resultatene
j:%h ved malingen av S-k 7

— — — ok ok — — —
Noen formler: y (p) p
_\P/. Lin) = (—
Sy = 2L L)~ (e,
L 0? %) 1 02 h O 2 20 L?
—— = — t— + —— —; L,=——; Vie — 42 - -
2= a2 % T GinZe 0’ i 00 o Vi ar T ne
“ _471'60712' B e? '
B e’ " Arweghe’
(01 (0 =) (1 0
%“=\10) %= \i o) 7 0 —1)°
l m | Yin(6,9)
s 0 0 Yoo =/ %
P 1 0 Yio = %COS@

+1 Yia1 = Fy/ o sinf e

d 2 0 Yoo = y/10= (3cos?f — 1)

+1 Yoi1=F % sin 6 cos @ e*i®
+2 Yo 10 = \/3121—’7r sin? § e*t%¢
f 3 0 3/30:\/%(500838—30089)
+1 Vi1 = Fy/ax sinf (5cos? 0 — 1) e*i¢
+2 Y310 = /392 sin®fcos eF4?
+3 Viiz = Fy/ o sin®@ e
—— —kkk — — —

MERK! Studentene ma primeert gjore seg kjent med sensur ved a oppsgke sen-
suroppslagene. Evt. telefonhenvendelser om sensur ma rettes til instituttet. Ek-
samenskontoret vil ikke kunne svare pa slike henvendelser.
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Oppgave 1. LOSNING

a. Lgsningene av den stasjonsere Schrodingerligningen for et symmetrisk éndimensjonalt
potensial, V(—z) = V(x), er enten symmetriske,

Piy(z) = (—x) = (), (paritet +),

eller antisymmetriske,
Py(z) = ¥(—z) = —(z),  (paritet —).

b. Begynnelsestilstanden er hverken symmetrisk eller antisymmetrisk, og er fglgelig forskjel-
lig fra alle de stasjonzere lgsningene, v, (x). Derfor ma vi ha

\Ij(mv O) = Z ann(x>:

der summen inneholder mer enn ett bidrag (i virkeligheten uendelig mange). Dette inneberer
at lgsningen for t > 0,

U(z,t) = cpexp(—iByt/h)y, (),

blir ikke-stasjonaer.

c. Forventningsverdien av z ved ¢t =0 er
(2)o = [1¥(,0)2xde = x,

idet sannsynlighetstettheten [¥(x,0)]? er symmetrisk med hensyn pa x. Forventningsver-
dien av p, er

h 0

(pz)o = /\IJ*(m,O)Z B U(z,0)dz = 0.

Den enkleste maten a innse at integralet er lik null pa er a merke seg at bglgefunksjonen er
reell, slik at integranden er rent imaginger, mens forventningsverdien (p, ) alltid er reell.

d. Fra Ehrenfests teorem,

d(z)  (ps) d(p.) v, _ >
d  m g T T e,

finner vi ved derivasjon av den fgrste ligningen at

() 1d{p.)
w2 moa

Denne har lgsningen
(x); = Acoswt + Bsinwt,



d{x)
dt

(pz)e=m = mw(B coswt — Asinwt).

Ved t=0 harvi
(z)o=A-14B-0=A dvs. A= (x)y=xo,

(pzo=mw(B-1—A-0)=mwB, dvs. B=(p,)o/mw =0.

Lgsningen er altsa
(x); = xgcoswt

(D )t = —Mwxg sin wt.

Oppgave 2. LOSNING

a. Ved innsetting i den stasjonsere Schrodingerligningen finner vi at ¢, = R;Y] er en egen-
funksjon (med egenverdi E) dersom

0 = (H-E)RY,
_ { h? la?+za_1(z+1)

or2  r or 72

o ]+V(r)—E} RY, =0.

Radialligningen er altsa

> 2d 1(l+1) 2m,
{dr2+rdr T T BV RO =0 ded
b. Med
2(sir19cos. 6) = cos 26 a—2(3111(9(308 0) = —2sin20 o o COS p = — COS ¢
26 T - 5 g 0T
finner vi ved innsetting at
L’ Y, 0 9 1 97 .
7o [392+60t6%+sﬁl29&¢52 sin @ cos 6 cos ¢
= cos¢ [—2 sin 26 4 cot 6 cos 20 — w (—1)1
sin” 6
= cos¢cése(—4sin29+1—2sin26—1)
sin ¢
= —6sinfcosfcos¢p = —616/5.

Vi har altsa at
LY, = 6R%Y, = h*-2- (2 + 1)V,

Egenverdien er altsa 6h% og kvantetallet er [ = 2.



c. Med
R =ce™ P (—pri4+2r) og R'=ce P (3*?* —48r +2)

finner vi ved innsetting i radalligningen at

0 = Ce‘ﬁr{(ﬁ%ﬂ_4ﬁ7’+2)—|—(4—267’)_6+2;;6[E_{_ 7 e? ]72}

= ce P {r2 [277;;E + 62} +r l—Gﬁ + Zmee2] } .

2megh’

For at denne skal vaere oppfylt for alle » ma begge de to hakeparentesene veere lik null.
Parameteren [ er altsa gitt ved

Zmee? 7
f= 127egh? B 3ag’
der ap er Bohr-radien, og energi-egenverdien er
g 71

2m,  2mea% 9

E=-—

[I parentes kan det bemerkes at dette er en ni-del av energien i grunntilstanden for dette
hydrogenlignende systemet, og at vi har funnet en egentilstand som svarer til hovedkvantetall
n=3.]

d. Da o
sin @ cos 0 cos ¢ = L sinf cos (e’ + e %),

ser vi fra den vedlagte tabellen over sfaeriske harmoniske at funksjonen Y; er en lineserkom-
binasjon av Ys; og Y5 _1,
Yy o< (—Yar + Yo 1)

For [ =2 har vi totalt 5 sfeeriske harmoniske, altsa 5 linesert uavhengige egenfunksjoner
til L? med kvantetall 2. Dette betyr at det i tillegg til egenfunksjonen 1 = Ry(r)Y; finnes
fire andre egenfunsjoner med samme energi, pa formen v = Ry(r)Y, der vi for Y kan velge
f.eks. Yag, Y2 4o, samt en funksjon proporsjonal med Ys; 4+ Y5 ;. [Den sistnevnte er ortogonal
til lineserkombinasjonen ovenfor.]

Det er flere mater a innse at andre egenfunksjoner for [ =2 ma ha hgyere energi. De
som kjenner egenfunksjonssettet til det hydrogenlignende atomet vil vite at hovedkvantetallet
n er stgrre enn eller lik [ 4 1, altsa > 3 i dette tilfellet. Da de 5 vi alt har funnet har n = 3,
ma alle andre ha n >4, og derfor hgyere energi enn ovenfor.

En annen mate a innse dette pa er via radialligningen. Denne kan som kjent skrives pa
éndimensjonal form, nar en innfgrer w = rR(r). Lgsningen i pkt. ¢ har ingen nullpunkter
utenom origo. Andre lgsninger av denne ligningen (for [ = 2) ma ha ett eller flere nullpunkter
utenom origo, og vil derfor ha hgyere energi (ut fra vare erfaringer med krumningsegenskaper
for éndimensjonale bglgefunksjoner).

Oppgave 3. LOSNING

a. Ved innsetting finner vi at

San v — cosf sinfe cos 30

In Xn = Xn = sin fe’®  —cosd sin 16 e
B cos 6 cos %9 + sin 6 sin %9
~\ (sinfcos 50 — cos O sin 360)e™?

cos(f — %9) o
sin(f — %Q)ei‘z’ —Xn
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Spinoren yp er altsa en egentilstand til S-n med egenverdi %h.

b. Skalarproduktet av spinoren med seg sjgl er
Xan = cos 79 + sin® 10 =1.

Spinoren er altsa normert til 1. vre komponent i spinoren er sannsynlighetsamplituden
(z|n) = X%Xﬁ = cos 30 for & finne +1A ved en maling av S.. Nedre komponent er amplitu-
den for a male S, = —%h. Sannsynlighetene er tallverdikvadratene av disse amplitudene,
altsa henholdsvis cos? %9 og sin? %6.

c. Sannsynlighetsamplituden for a male S, = %h nar spinnet er i xp er gitt ved projek-
sjonen
(xl8) = xLxa-

Fra formelen for xp finner vi x4 ved a sette 6 = %71’ og p=0:

weilt)

Sannsynlighetsamplituden blir dermed
Ay = X;{Xﬁ = (cos 160 + sin 10¢) /v/2

= i[(cos 0 + sin 30 cos ¢) + i(sin 56 sin ¢)].

V2

Sannsynligheten er

Py = |Ag]*= %[COSz %9 + 2sin %9 Ccos %9 cos ¢ + sin? %9 cos? ¢ + sin? %6’ sin? ¢]

= 1[1+sinfcos¢] = 1(1+n,) = 1(1+%xn).

Som en kontroll merker vi oss at n = x gir sannsynlighet lik 1, slik det skal veere. For

n = —x finner vi null sannsynlighet, som ogsa er slik det skal veere: Tilstanden x_4 svarer
til spinnretningen —X, og da er selvsagt sannsynligheten for a male S, = %h lik null (mens
sannsynligheten for & male S, = —3h er lik 1).

d. Etter malingen av S, = 1h er spinnet i tilstanden yg. Sannsynligheten for a male
Sk lik h er ifplge framgangsmaten i pkt. c gitt ved

P =|(k%)]* = (x|k)]* = ... = L(1 +sin 0 cos ¢) = L(1 + k-%).

Sannsynligheten for 4 male Sk lik —%h er gitt ved



