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Oppgave 1

Bestem integralet Z
R

xHn(x)Hm(x) e
�x2 dx;

der Hn og Hm er Hermite-polynomer av orden n og m.
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Oppgave 2

a) Hvilke av operatorene bp2x og xbpx er hermiteske? Begrunn svaret.
Hvorfor m�a kvantemekaniske operatorer som svarer til fysiske st�rrelser v�re her-

miteske?
Vis at n�ar egenverdiene for en hermitesk operator bF ikke er degenererte, s�a er de

tilh�rende egenfunksjoner ortogonale.

b) Beregn forventningsverdien (middelverdien) av impulskomponenten px for en partikkel
i en tilstand beskrevet ved

	(x) =
�
��2

�
�

1

4 e�x
2=2�2+ibx:

Her er � og b konstante st�rrelser.

Oppgave 3

a) L�sningen av Bessels di�erensiallikning

x2y00 + xy0 + (x2 � p2)y = 0;

som er endelig i origo (Bessel-funksjonen av f�rste type) er proporsjonal med

Jp(x) =
1X
n=0

(�1)n

n! �(n+ p+ 1)

�x
2

�2n+p
; p � 0:

(Dette skal ikke vises.)
Vis at

J 1

2

(x) =

r
2

�x
sinx:

b) En partikkel med masse M be�nner seg i et sf�risk hulrom med radius r0 og med
ugjennomtrengelig vegg:

V (r) =

�
0 for r � r0
1 for r > r0

Skriv opp den stasjon�re Schr�odingerlikning for partikkelens b�lgefunksjon  (~r) i det indre
av hulrommet.
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Innf�r kulekoordinater r; #; ' og vis at Schr�odingerlikningen har l�sninger av formen

 (r; #; ') = R(r) Ylm(#; ') (1)

der R(r) for r < r0 tilfredsstiller

~
2

2M

�
d2

dr2
+

2

r

d

dr
�
l(l + 1)

r2

�
R(r) + ER(r) = 0: (2)

c) Ved �a innf�re ny variabel � ved r = �
p
~2=2ME f�as di�erensiallikningen i punkt b) p�a

dimensjonsl�s form. Gj�r det og vis deretter at di�erensiallikningen for y(�), de�nert ved

R(r) = y(�)��
1

2 blir

�2
d2y

d�2
+ �

dy

d�
+
�
�2 � (l + 1

2
)2
�
y(�) = 0:

Uttrykk radialfunksjonen R ved en Bessel-funksjon. (Du skal her ikke bestemme hverken
energiparameteren E eller normeringskonstanten).

d) Sett n�a l = 0. Bruk resultatet i punkt a) og grensebetingelsen ved kuleover
ata til �a
beregne alle egenverdiene En for dette spesielle tilfellet.

Oppgave 4

Vis at ligningen
xy00 + (1� 2x)y0 + (x� 1)y = 0

har en l�sning p�a formen

y =
1X
n=0

anx
n

der

a0 = a1; an+1 =
1

(n+ 1)2
�
(2n+ 1)an � an�1

�
; n 2 N :

Vis at

an =
1

n!
; n 2 N0 ;

l�ser rekursjonsformelen, og bestem y.
Vis at ligningen har en annen line�rt uavhengig l�sning p�a formen

y2(x) = ex lnx+ g(x)

der g er en analytisk funksjon, og bestem g.
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Oppgave 5

For en partikkel med masse m i Coulombpotensialet V (r) = �e2=4�"0r svarer f�lgende
�re ortonormerte energiegentilstander til f�rste eksiterte energiniv�a E2:

 200 = (32�a30)
�

1

2 (2� r=a0) e
�r=2a0

 210 = (32�a50)
�

1

2 r e�r=2a0 cos #

 211 = (64�a50)
�

1

2 r e�r=2a0 sin# ei'

 21�1 = (64�a50)
�

1

2 r e�r=2a0 sin# e�i';

der a0 er Bohrradien.
Partikkelen er ved tidspunktet t = 0 i en tilstand beskrevet ved f�lgende normerte

b�lgefunksjon

	(~r; 0) = (2�a50)
�

1

2 re�r=a0 sin# ei':

Ved en energim�aling er det da en viss sannsynlighet p2 for �a �nne verdien E2. Bestem p2.
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Noe av dette kan du f�a bruk for.

Hermite-polynomer

Di�erensiallikning: H 00

n � 2xH 0

n + 2nHn = 0

Genererende funksjon:

1X
n=0

Hn(x)
sn

n!
= e�s

2+2xs

Rodrigues formel: Hn(x) = ex
2

�
� d

dx

�n

e�x
2

Norm og ortogonalitet:
1R
�1

Hn(x)Hm(x)e
�x2 dx =

p
� 2n n! Ænm

Derivert: H 0

n = 2nHn�1

Rekursjonsformel: Hn+1 = 2xHn � 2nHn�1

NB: Rottmann bruker en annen konvensjon for Hermite-polynomer.

Rekkeutviklinger

sinx =

1X
n=0

(�1)n x2n+1

(2n+ 1)!
; cosx =

1X
n=0

(�1)n x2n

(2n)!
; ex =

1X
n=0

xn

n!

Integraler

Z
1

0

e�x
2

dx = 1

2

p
�

Z
1

0

tx�1e�t dt = �(x) �(n+ 1) = n! for heltallig n:

Laplaceoperatoren i kulekoordinater

Med konvensjonen x = r sin# cos', y = r sin# sin', z = r cos#:

� � r2 =
@2

@r2
+

2

r

@

@r
+

1

r2

�
@2

@#2
+ cot#

@

@#
+

1

sin2 #

@2

@'2

�

Dreieimpuls

I kulekoordinater er
c~L2 = �~2 � @2

@#2
+ cot#

@

@#
+

1

sin2 #

@2

@'2

�

Egenverdier:
c~L2 Ylm(#; ') = l(l + 1)~2 Ylm(#; ')bLz Ylm(#; ') = m~ Ylm(#; ')


