Lgsningsforslag
Eksamen 25.05.99 i STF4018 Matematisk fysikk

Oppgave 1

Sett

1
.Z'Hn = §(Hn+1 + 2TLHn,1)

inn i integralet og bruk at Hermite-polynomene er ortogonale. Det gir

/ oH, (2) Hyy (2)e="" dz = % / (Hyor (2) + 20Hyy 1 (2)) Hop ()e =" da
R R
= %(Hn+1a Hm> + n(-anla Hm)

% form=n+1,
=r2"m!{m+1 form=n-1,

0 ellers.

Oppgave 2

a) En operator F er hermitesk hvis
(01, FOs) = (FOy, 1) (1)

for normerbare bglgefunksjoner ¥;. La oss kontrollere de to operatorene der p, = (h/i)d/0x.
Ved delvise integrasjoner der overflateleddene i z = 0o ma veaere null for kvadratisk integrerbare
funksjoner far vi for F' = p2:
00 82 o0 82
Uy [—hQ—} U, dr :/ 2 {—hQ—} U dr.
/_ o - Ox? oo ox2| 1
Sa p2 er hermitesk.
For F = zp, har vi, igjen ved delvis integrasjon,

*

>~ _ _ho o ho B, [% h o h
/ \Ifll';%\IJQ dl‘—/ \1’2 |:—l‘;% —;:| \1’1 d.’L‘—/ \1’2 |:.’L‘;%\I’1+;\I’1 dx.

— 00 — 00 — 00

Tilstedeveaerelsen av det siste leddet, som ikke forsvinner for vilkarlige funksjoner ¥, og Wy, viser
at xp, ikke er hermitesk.
Operatorer som svarer til fysiske stgrrelser ma vaere hermiteske for da er egenverdiene reelle.
La ¥, og ¥, vaere to egenfunksjoner for F: FU, = f1¥; og FU¥y = f,¥,. Egenverdiene er
reelle. Innsetting i (1) gir

(fo = fi)(¥1,¥2) = 0.

Da forutsetningsvis fo # fi er skalarproduktet null, som skulle vises.
b) Da W' = (ib— /A\2)¥ og [ze /¥ dz =0, far vi

(pz) = /00 U*(2)p, ¥ (z) dx = /OO \Il*(a:)éillf(a:) dx = hb /OO U*(z)¥(z) dez = hb.

s oo i dzx oo

Oppgave 3

a) Fra definisjonen av .J, far vi

_ 25 (=D" 241
J1/2(x)_\/;7;)22”+1n!f‘(n+g)x :




Gamma-funksjonen i nevneren forenkles til

3 1 1, 31 _1
T ) = Z — ). .2 2.
(nt+g)=@m+5)n-3) 5 5 TG

Videre

220t pl = 27 (2n)(2n — 2) -+ -4 - 2.

Nevneren i J; /5 kan dermed skrives
2n+1 3 1
2 n!F(n+§) :(2n+1)!F(§),

og Taylor-rekken for sinus-funksjonen gjor at vi kan skrive

1 2
Jijo(z) = m\/;smx.
2

Videre er T'(3) = /7 som gir det gnskede resultat.

b) Den stasjonare Schrodingerlikning der potensialet er null:

B _,
- =F .
V() = B (7)
I kulekoordinater er iflg. vedlegget

2 —
v2:8_+28 2

o trar e

Anvendt pa ) = R(r) Vi (9, @), og bruk av at L2 Yy, = [(I + 1)h2 Yy,y,, gir

h? 2 I(1+1)
_W |:Rll+ ;R’ _ r2 R:| = ER,
som skulle bevises.
c¢) Ved a innfgre en skalert radius p ved
72
"=\ e
far vi
2 2d I(l1+1)
[W s 3 + 1:| R=0.
P pap P
Sett sa
R=yp 7,
og beregn
d dy _:1 _3
d_pR = d—p 2 — %yp 2,

P(=)=2"tY2n+1)2n—-1)---3-1- F(%).



Innsetting i (3) og multiplikasjon med /p gir
Py ldy P4+1+7
S S =0.
dp? - pdp P v
Multiplikasjon med p? gir sa
PPy +py' + [ = (14 3)Ty =0,
som skulle vises.
Ved & sammenlikne med punkt a) ser vi at

y(p) o< Jiy 1 (p).
Ved hjelp av (4) far vi sa

R x p_%JH_%(p) o r_%JH_%(r\/QME/h?).
d) Med I = 0 kan vi benytte fra punkt a) at Ji (z) = \/2/7zsinz. Det gir
R(r) oc vt sin(ry/2M E/R2).

Da ¢ = 0 for r > ro (ugjennomtrengelig vegg) og ¢ er kontinuerlig, er ¢ (rg) = 0, dvs R(rg) = 0.

Dette er tilfelle om
ro/2ME/R? = nm,

med n heltallig. Egenverdiene blir altsa

22
s,

B, = T 2.
2Mr§n

Vi kan ikke bruke n = 0 for da blir R identisk lik null, og negative n gir ikke nye egenfunksjoner.
Altsan=1,2,....

Oppgave 4
Antay =377 apz™. Daer
o0 o0 o0 [o @]
y' = Z nanxn71 = Z(n + l)an+1x” og y” = Z n(n — l)anx”” = Z(n + ]_)na/nJrlfL'nil-
n=0 n=0 n=0 n=0

Innsatt i differensialligningen fas
0=ay"+(1-22)y' + (z -1y

[ee]
=a —ap + Z ((n + Dnape1 + (n+ Va1 — 2na, + ap—1 — an> z"

n=1
=a; —ag+ Z ((n +1)%a,41 — (2n + 1)a, + an1>a¢”.
n=1

Anta na at a;, = 1/k! for k =0,...,n. Dette er opplagt riktig for n = 0. Da er

1
an+1 = m ((2n + ].)an — a/nfl)

1 1 1
ERCES A Rl 1)
1
T aln+ 1) (n+1) =n)
1
~ (n+1)!



(Alternativt kan formelen vises ved direkte innsetting.)
Vi finner da at y = Y o 2" /n! = €.

Direkte innsetting i ligningen viser at e” In  tilfredsstiller ligningen. Dermed kan g velges som
en konstant multiplisert med e”.

Oppgave 5

Vi tenker oss bglgefunksjonen utviklet i Coulombegenfunksjoner

‘I’(F: 0) = Z Crnmi¥nml (m:

nml

pluss eventuelle bidrag fra egenfunksjonene i det kontinuerlige spektret.
Sannsynligheten for a finne systemet i en av tilstandene med n = 2 er

p2 = |C200|2 + |C210|2 + |0211|2 + |021—1|2-

Vi beregner koeffisientene ved a ta skalarproduktet med den tilhgrende egenfunksjonen og benytte
at energiegenfunksjonene er ortonormerte:

Cnlm = /%*Lmz(?#)‘l’(ﬁ 0) d’r.

Vi ser at bglgefunksjonen ¥(7,0) har samme vinkelavhengighet som 2;;. Pga ortogonalitet av
vinkelfunksjonene blir da

C200 = €210 = C21—1 = 0.

(Dette kan naturligvis ogsé finnes ved eksplisitt beregning.) Det gjenstar a beregne

1 1 27T T o'}
= [ = . d ind 9 do - 4o—37/2a0 4
C211 647ra(5) 27rag /0 go/o sin /0 r-e T
1 4 5 8\ 2

ragvizs 3 3 9

Det gir den sgkte sannsynlighet



