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Oppgave 1

a) Bruk Taylor-rekken til cosinus og formelen

7T |
/ sin?”0dh ==« (2n)!

0 22n

til & vise at | g
Jo(z) = —/ cos(x sin ) df.
0

7r
b) Bruk (1) til a vise at

/ e_o‘xJo(x)da::g/ _ a > 0.
0 0

. )
T a2 + sin® 6

Her er Jy Bessel-funksjonen av fgrste type av orden null.
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Oppgave 2

Den normerte bglgefunksjonen for en partikkel i én dimensjon er ved tid-
spunktet t = 0 )
5,
\If(l’,()) _ (QG/W)Z e—a(w—c) +sz’

der a > 0, b og ¢ er konstanter. Beregn middelverdiene (forventningsverdi-
ene) () og (p.) for partikkelens posisjon og impuls.

Oppgave 3

/ s

Unle) = e T i

der H,, er Hermite-polynomet av orden n. Vis at da er

1 (x n %) Un () = Vb 1 (2).

b) Vis at
0 for n odde,
H,(0) = {(—l)m(Qm)!

— for n = 2m.

c) En partikkel med masse m befinner seg i en boks med grunnflate L? i
xy-planet og vegger normalt pa grunnflata. Grunnflata og veggene er ugjen-
nomtrengelige, mens boksen er apen i positiv z-retning. Partikkelen tiltrekkes
til grunnflata med en kraft proporsjonal med hgyden. Dette gir potensialet

2
00 ellers

Y

1,22 >
V(z):{ mwz® forz>0, 0<z<L,og0<y<L

nar konstanten uttrykkes pa konvensjonell mate. Vis at den tidsuavhengige
Schrodingerlikningen tilfredsstilles av

NyTL nymy

Y(z,y,z) = sin xL - si 7 o(2).

1

der n, og n, er heltall og der ¢(z) tilfredsstiller likningen for en harmonisk
oscillator.

d) Bestem laveste energiegenverdi (grunntilstandsenergien) for partikkelen i
denne boksen. (Benytt bl.a. kjente resultater for harmonisk oscillator.)
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Oppgave 4

La p veere et naturlig tall eller null. Gitt differensialligningen

—(xy") v =\ 2
y)+xy— Y. (2)

a) Innfer ny variabel t = VAz, og vis at i denne variabelen reduserer (2) seg
til Bessel-ligningen av orden p.

b) Betrakt ligning (2) pa intervallet [0, 1], og anta at y og y" begge er be-
grenset nar + — 0 og y(1) = 0. Begrunn at da er lgsningen y pa formen

y(@) = Jp(VAw) (3)

der A tilfredsstiller
J,(VX) = 0. (4)

c) Du kan anta at ligning (4) har lgsninger A\; < Ay < ---. Kall de tilhgrende
funksjonene y,,. Hvorfor er

1
| () de =0
0
nar n # m?
Oppgave 5

I denne oppgaven ser vi pa den tidsuavhengige Schrodingerlikningen for en
partikkel med masse m som befinner seg i et éndimensjonalt potensial V'(z).

a) Skriv ned den stasjonsere Schrodingerlikningen for bglgefunksjonen ().
Dersom potensialet er proporsjonalt med en deltafunksjon,

V(z) = —ad(x), (5)

vil det eksistere fglgende relasjon mellom bglgefunksjonens deriverte pa hver
side av origo og funksjonsverdien i origo:
h2
—— [ (0+) = ¢¥'(0-)] = 0).
5 [¥'(04) = ¢'(0-)] = ay(0)
Vis det.

b) Nar konstanten « i potensialet (5) er positiv vil en bunden tilstand eksis-
tere. Beregn energiverdien Fj for denne.
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c) La det sa i tillegg veere to ugjennomtrengelige vegger i © = +L:

00 forx < —L
V(z) =< —ad(x) for —L<zx<L (6)
00 forx > L

For en bestemt verdi av « (gitt ved m, i og L) vil de to normerte en-
ergiegenfunksjonene (lgsningene av den stasjongere Schrodingerlikning) med
lavest energi veere fglgende:

) /3203 (L — |z|) for|z| < L
Yolw) = { 0 for |z| > L, (M)
0g

[ L2 sin(rz/L) for|z| <L
i) = { 0 for |z| > L. ®)

Bruk grunntilstanden vy til a bestemme denne spesielle verdien av «.
Hva er de tilsvarende energiegenverdiene Ey og E;? (Begrunn svarene).

d) Middelverdien (forventningsverdien) (T") av en partikkels kinetiske energi

kan alltid skrives
B
" om

d 2
) d—ﬁ da

for en bunden tilstand i et éndimensjonalt problem. Vis det.

Beregn middelverdien (T') nar partikkelen er i grunntilstanden 1, gitt i
foregaende punkt.

Beregn for grunntilstanden ogsa middelverdien (V) av den potensielle
energi V(x) (bare potensialet i det indre |z| < L bidrar).
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Noe av dette kan du fa bruk for.

Hermite-polynomer

Differensiallikning: H]—2zH] +2nH, = 0
0 n
Genererende funksjon: Z H,(x) R
n!
n=0
. z,2 d " —Z’2
Rodrigues formel: H,(z) = e ) e
x
[ee]
Norm og ortogonalitet: [ Hy(2)Hp(z)e ™ dz = /T 270! 6pm
—0o0
Derivert: H, = 2nH,
Rekursjonsformel: H,y1 = 2zH,—2nH, 1

NB: Rottmann benytter en annen konvensjon for Hermite-polynomer.

Besselfunksjoner av fagrste type

Differensiallikning : 22J v+ (22 —n?)J, = 0

Genererende funksjon : i Jp(x)t" = ez@(t—t7")

Negativ orden : o Jon(x) = ( D" Jn(x)

Relasjoner : % (P Jp(x)) = 2P Jp—1(x) d_ (z7PJp(2)) = —2 P Jpia ()
@)+ Iy = L aa)  pa(@) — Jypia(e) = 275(a)

Harmonisk oscillator

Energiegenfunksjonene for en harmonisk oscillator i én dimensjon (V = $mw?¢?)

er
mw\ 1 1.2
¥n(g) = (Ey V2l Hy(z)e 2", med z = g\/mw/hogn=0,1,2,....
n!

Partikkel i éndimensjonal boks

En partikkel mellom to ugjennomtrengelige vegger i avstand L har energiegen-
verdiene
™

En = omlL2 "

n=12...

Integral/Taylor-rekke

(o] (o] (o]
—z2 _ . 2 —a? _ 1 . 4 —x2 _ 3
/ e dx = \/7; / e da:—§\/%7 e da:—z\/%

—00 —00 —00

/ t* et dt = T'(x) I'(n+ 1) = n! for heltallig n.
0

x nx2n
cos(z) = Z Gt

o (2n)!



