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L�sningsforslag

Oppgave 1

a) Med bq = q
�h

2m!
(a+ ay) blir

bq2j0i = �h

2m!
(a+ay)2j0i = �h

2m!
(a2+aay+aya+ay2)j0i = �h

2m!

�
j0i+

p
2j2i

�
:

Vi har brukt aj0i = 0, ayj0i = j1i, aj1i = j0i og ayj1i = p
2 j2i. Ved �a ta

skalarproduktet med h0j f�ar vi da egentilstandene er ortonormerte:

h0jbq2j0i = �h

2m!
:

For fjerdepotensen kan vi gj�re det p�a samme vis. Alternativt bruker vi
fullstendighetsrelasjonen

P
n jnihnj = 1 til �a skrive

h0jbq4j0i =X
n

h0jbq2jnihnjq2j0i =X
n

jhnjbq2j0ij2:
Uttrykket vi fant for bq2j0i viser at det er bare n = 0 og n = 2 som bidrar.
Det gir

h0jbq4j0i = �h

2m!
(1 + 2) =

3�h

2m!
:

b) For c = 1 f�ar vi en symmetrisk oscillator, med E0(1) = 1
2
�h!. For

c = 1 er potensialet u endelig til venstre for origo. Dette omr�adet er
derfor utilgjengelig, og  = 0 her. Da b�lgefunksjonen er kontinuerlig m�a
b�lgefunksjonen i det tilgjengelige omr�adet x > 0 ogs�a v�re null i origo.
For�vrig er Schr�odingerlikningen for x > 0 den samme som for den sym-
metriske oscillatoren. Oscillator-egenfunksjonene  n(q) for odde n er null
i origo, og den med lavest energi er  1(q), som alts�a er grunntilstanden i
"halvoscillator"-problemet. Energien er E0(1) = 3

2
�h!.
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c) Ved �a innf�re ! = b!=c blir potensialet
V (q) =

(
1
2
mb!2q2 for q � 0

1
2
mc�2 b!2q2 for q � 0:

For c ! 0 vil potensialet p�a h�yre side blir sv�rt stort, s�a vi er i samme
situasjon som i punkt b), med svaret

E0 =
3
2
�hb! = 3

2
c�h!:

S�a grunntilstandsenergien g�ar mot null proporsjonalt med c.

d) Som l�reboka.

e) Ved�a sette c = 1+�, dvs c2 = 1+2�+O(�2), blir avviket fra det vanlige
symmetriske oscillatorpotensialet:

�cH1 =

(
m!2q2 �+O(�2) for q � 0

0 for q � 0:

Siden grunntilstanden hqj0i i det uperturberte problemet er symmetrisk i
posisjonen q, blir middelverdien av perturbasjonen halvparten av

h0jm!2q2 �j0i:
Dette regnet vi ut i oppgave 1a). Vi f�ar

E0 =
1
2
�h! + 1

2
�1
2
�h!:

F�rsteordensbidraget blir da

E0(c)

�h!
=

1

2
+

1

4
(c� 1):

Skisse:
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Oppgave 2

a) Med Ax = �By, Ay = 0, ' = 0 og b~p = (�h=i)(@=@x; @=@y) tar Hamilton-
operatoren formen

cH =

hb~p� q ~A
i2

2m
= � �h2

2m

 
@2

@x2
+

@2

@y2

!
� iq�hB

m
y
@

@x
+
q2B2

2m
y2:

Siden cH ikke inneholder x vil bpx kommutere med cH. Da de to operatorene
kommuterer eksisterer felles egenfunksjoner. Schr�odingerlikningen cH = E 
blir

� �h2

2m

 
@2

@x2
+

@2

@y2

!
 � iq�hB

m
y
@

@x
 +

q2B2

2m
y2 = E :

b) Med  (x; y) = eikxx'(y) innsatt blir likningen for ':

� �h2

2m
'00 +

"
�h2k2x
2m

+
qBkx
m

y +
q2B2

2m
y2
#
' = E'(y):

Med y0 = ��hkx=(qB) og !2
c = q2B2=m2 kan dette omskrives til

� �h2

2m
'00 + 1

2
m!2

c (y � y0)
2' = E':

N�a ser vi at dette er harmonisk-oscillator-likningen med forskj�vet origo.
Energiverdiene er derfor

En = (n + 1
2
)�h!c = (n+ 1

2
)
�hjqjB
m

:

Oppgave 3

a) Som l�reboka.

b)

f = � m

2��h2

Z
e�i~q�~r

g

r
e�r=a d3r:

Med polarakse langs ~q og d3r = r2dr sin# d# d' gj�r vi integrasjonen over
vinklene f�rst. VhaZ �

0
e�iqr cos# sin# d# =

"
1

iqr
e�iqr cos #

#�
0

=
1

iqr

h
eiqr � e�iqr

i
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st�ar vi igjen med

f =
img

�h2q

Z 1

0

h
e�(a�1�iq)r � e�(a�1+iq)r

i
dr =

img

�h2q

"
1

a�1 � iq
� 1

a�1 + iq

#

= � 2mg

�h2(a�2 + q2)
(1)

Det gir tverrsnittet

d�A
d


= jf j2 =
"

2mg

�h2(q2 + a�2)

#2
:

c) N�ar # er spredningsvinkelen er (se boka)

q = 2�h�1p sin(#=2):

d)

fM = � m

2��h2

Z
e�i~q�~r

h
V (~r) + V (~r � ~d)

i
d3r:

Ved�a innf�re ~r = ~d+~r 0 i siste integral blir dette identisk med f�rste integral,

bortsett fra en faktor e�i~q�
~d:

fM = fA
h
1 + e�i~q�

~d
i
:

Tverrsnittet for spredning p�a molekylet blir da

d�M
d


= jfM j2 = jfAj2(1 + e�i~q�
~d)(1 + ei~q�

~d) =
d�A
d


�
1 + 2 cos(~q � ~d)

�
;

som skulle bevises.

e) Tverrsnittet, midlet over alle orienteringer av ~d er, n�ar vi bruker ~q som
polarakse,*

d�M
d


+
=

d�A
d


D�
2 + 2 cos(~q � ~d)

�E
=

d�A
d


1

4�

Z
(2 + 2 cos(qd cos#)) sin# d# d'

=
h
� cos #� (qd)�1 sin(qd cos#)

i�
0

= 2

"
1 +

sin(qd)

qd

#
d�A
d
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Vi ser at

for qd� 1 f�as
d�M
d


� 4
d�A
d


;

for qd� 1 f�as
d�M
d


� 2
d�A
d


;

I det f�rste tilfellet ligger molekylene s�a n�r hverandre p�a b�lgelengdeskala at
en f�ar en konstruktiv interferens mellom de spredte b�lgene fra hvert molekyl,
fordobling av spredningsamplituden, og �redobling av spredningstverrsnittet.
(En kan ogs�a se det slik at potensialet blir dobbelt s�a sterkt n�ar d! 0.)

I det siste tilfellet ligger molekylene s�a langt fra hverandre p�a b�lgelengdeskala
at tverrsnittene bare adderer seg.
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