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Dette lgsningsforslaget er pa 7 sider.

Oppgave 1.
I denne oppgaven skal du se pa noen aspekter ved modellen definert ved “sine-Gordon” Lagrangetettheten
1
L= 5 (0up) (09) + 5 cos A, 1)

der ¢ er et reellt felt, og k og A er konstanter.

a) Hvilke fysiske dimensjoner ma ¢, k og A ha for at virkningen
S = / dtdz £ (2)
skal ha dimensjon kgm?s~1? Anta her at d er et vilkarlig positivt heltall (antallet rom-dimensjoner).

Lagrangetettheten ma ha dimensjon [£] slik at

d—2 1

sm? [£] =sm? 2 [p]? = kgm?sL.

Dvs.
[p] = kg'/Zm* /2571, (3)

Videre ma ¢ veere dimensjonslgs for at uttrykket cos A skal ha fysisk mening.
A =[] 7" = kg Pm 22 (4)

Tilsist ma [k?] = [L],
k] =m™" [p] = kg'/Zm' Y27 (5)

b) Skriv ned, eller utled, feltligningen for denne modellen.

Euler—Lagrange ligningen

9 oc oL
"0 (0up) Oy
blir i dette tilfellet
Op = —k2\ sin Mg, (6)

der O =g,0" = L 25 — V2.
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C) Anta for dette punktet at feltet ¢ bare avhenger av én rom-koordinat z. Ligningen har da stabile statiske
lokaliserte lgsninger (sakalte soliteere lgsninger), der A¢p — 0 nar z — —o0 og A\p — 27 nar z — oo.
Finn disse.

Tips: Du kan her spare tid og arbeid ved a benytte opplysningene sist i oppgavesettet.
I dette tilfellet blir ligningen

d2
_dizf + &2\ sin \p = 0,
eller med z = KAz og Ap(z) = y(x),
d?y

—@—{—Sinyzo, (7)

som ifglge de vedlagte opplysningene har lgsninger pa formen
y(z) = 4arctan e(*=™).

Det tilsvarende uttrykket for ¢ blir

4 _
o(z) = " arctan exp (z K)\Z()) . (8)

d) Finn de tilsvarende soliteere lgsningene som beveger seg med konstant hastighet v.
I et inertialsystem som beveger seg med hastighet v i z-retningen vil denne lgsningen,
¢y, se ut som (8),
/
po(r) = p(2) = ¢(2),

der firer-vektorene x og 2’ er relatert ved en boost-transformasjon i z-retningen. La x
og x” veere relatert ved den inverse boost-transformasjonen,

ct” coshy 0 0 —sinhy ct
| 0 10 0 x
y"’ o 0 0 1 0 y

" —sinhy 0 0 coshy z

Da har vi, siden ¢ er et skalart felt, at
pu(@) = (") = ¢(2") = ¢ (coshy z —sinhy ct),

der v = ¢ tanh~, dvs. cosh~y z — sinhy ¢t = (2 — vt)//1 — (v/c)?. Eksplisitt blir da

4 — vt —
wu(t, z) = — arctanexp ( S ) : (9)

A KA1 — (v/c)?

Kommentar: Det er ogsa lett a verifisere direkte at

z—ot

=t

? ? z — vt o
(-5 + 32) 1o =1

Dette er essensielt den relasjonen man trenger.



LosNING SIF4072 KLASSISK FELTTEORI, 8. AUGUST 2002 Side 3 av 7

e)

f)

Vis at virkningen S er invariant under translasjoner i tid og rom

T, : p(x) — (x;6) = p(z +eev), (10)
der e, er en enhetsvektor i v-retningen, (e,)" = 68 = nk.
Bruk Noéther-prosedyren til a finne de tilhgrende konserveringslovene.

Vi finner
£(@) = L), 0,5(2) = Lo +e€,), 00w +£€,)) = L(w +2¢,).

Ved a skifte integrasjonsvariable, x — & = x + € e, ser vi at virkningen er invariant

5= 1/dd+1x F(a) = 1/dd+1;z~ L@E) =S,

c c
Vi finner
Ap(@) = Lo(wse)| = dup(a)
pr_dgsoxa 6:0_ VQD:L'7
AL(z) = %ﬁ(az, €) =l 0, L(x) = Ol L(x).
e=0

Ved bruk av de oppgitte, generelle uttrykkene for Néther strgmmer fas energi-impuls
tensoren
T} = 0"p0vp —nly L. (11)

I to rom-tids dimensjoner, ¢(z) = ¢(t, z), er sine~Gordon ligningen eksakt lgsbar. Dette er relatert til
det faktum at den har uendelig mange lokale konserveringslover. La

0 0 5 0 0
= — 4+ — = — - —. 12
cot + 0z’ g cot 0Oz (12)
Da kan disse konserveringslovene skrives pa formen
0Jn {p} + 0Jn {0} =0, (13)

der J,, {p} og J. {¢} kan uttrykkes ved homogene polynomer i dp, 8%p, ...

For n = 2 har disse den generelle formen

Jo = A3 8¢ + By (9p)?, Ja = Ag sin Ap 4 Ba cos Ay, (14)
der As, Bo, A3 og By er konstanter.
Bestem disse konstantene slik at konserveringsloven (13) blir oppfylt.

Vi trenger bevegelsesligningen, som kan skrives pa formen
D0p = DDp = —K>\sin Agp.
Da fas
DJy = Ag 8 00p + 2By D 00 = —k>A2 A O cos \p — 2k%ABs Dy sin A,

og

0Jy = AAs 0 cos \p — ABy 0 sin Ap.
Nar vi sammenholder dette med ligning (13) ser vi at konserveringsloven blir oppfylt
nar vi velger

Ay = k?\Ay, By = —2k’Bs. (15)
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g) For n = 3 har disse den generelle formen
Js = A3 8®¢ + B3 89 80 + C3 (8¢)®, J3 = A3 0y sin Ap + B3 Oy cos A, (16)
der A3, Bs, Cs, Az og Bs er konstanter.
Bestem disse konstantene slik at konserveringsloven (13) blir oppfylt.

Vi finner
dJ3 = A39°90p + B3 00¢ 0*p + B3 99 0 00 + 3C3 (0p)? 00
= A3 K223 (0p)? sin Ap — A3 k2X2 9% cos \p — B3 k%X 0%¢ sin Mg
—B3 2\ (0¢)? cos A\p — 3C3 K2\ (0¢)? sin Ay,
og
DJ3 = A3 0*p sin Ap + Az X (9p)? cos Ap + Bz 8% cos \p — By X (9¢)? sin Ap.

Innsatt i ligning (13) fas betingelsen

(Agliz)\g — 303K\ — Bg)\) (8(,0)2 sin A — (Bg/iQ)\ — flg) 9% sin \p

— (B3/£2/\2 — /_13)\) (0p)? cos Ap — (A3/£2/\2 — B3) 0% cos \p = 0. (17)
Den er oppfylt dersom man velger

A3 = k?\Bs, Bs=rk>)\243, C3=0. (18)

Oppgave 2.

Vi skal her se litt pa en ladet punktpartikkel som beveger seg i en kombinasjon av et gravitasjonsfelt, beskrevet
av den metriske tensoren g..(x), og et elektromagnetisk felt, beskrevet av firer—potensialet A, (x). La a*(7)
beskrive verdenslinjen for punktpartikkelen, der 7 er egentiden. Firer—hastigheten til partikkelen er altsa u* =
#* = dz" /dr. Dynamikken til partikkelen kan utledes fra Lagrangefunksjonen

1 v .
L= — 5 MYy ¥ — qA, 2", (19)

der m er massen og g ladningen til partikkelen.

a) Utled Euler-Lagrange ligningen som fglger av Lagrange-funksjonen L.

a(ory_or
dr \oi® ) oz

Euler-Lagrange ligningen

blir d )
o (M gapt! + qAq) = im Guv,aBt'E” + qAy o2t (20)
Ved a utfgre T-derivasjonen og symmetrisere z#t" = %(:’E“i" + &¥i"), kan dette skrives
pa formen
m (Zq + Lopp 212") = —qF o, @V, (21)

der I'npw = %(gau’u + Jav,y — Yuv,a) €r konneksjonen, og Fiy = (Ao — Apa) er felt-
tensoren.
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b)

d)

)

Anta fgrst at vi bare har et elektromagnetisk felt, g.. (z) = nuv, og
Au(z) = f(kz) el (22)

der k, = w(1,0,0,—-1) og ef}) = (0,—-1,0,0), og f(s) er en vilkarlig deriverbar funksjon slik at f(s) — 0
nar s — =oo.

; dat _ da® _ da® 2 _ da?
Vis at k, - =w (W — %= ) og u” = - er bevegelseskonstanter.

I dette tilfellet blir Fy,, = f'(kx) (k# e — e,(}) k:a), og bevegelsesligningen (med u = %)

mite = qf'(kz) [(k;u)eg}) - (e<1>u)ka} . (23)
Ved a ta skalarproduktet med den konstante vektoren k® fas
d / M 2(6(1)
m——(ku) = ¢f (k) [(kze )(ku) — k(e u)] =0,
fordi (ke) = 0 og k? = 0. P4 samme mate finner vi at m%ug = 0 fordi egl) =0 og
ks = 0. Vi har altsd vist at ku = L (kz) er en konstant K, slik at vi (med et passe
valgt nullpunkt for 7) kan skrive kz = Kyr.

Finn bevegelsesligningen for u! = %, og lgs den salangt du kan.
Siden egl) = —1, k1 =0 og (ku) = K fas
d ) d
m——uy = —qf (Kom)Ko = —q— f(KoT), (24)
dr dr
med lgsning
u!(7) = U + L f(Kor). (25)

Her er U! = u'(—o0), og vi har brukt at f(s) — 0 nar s — =4oo.

da®

Finn bevegelsesligningen for u® + u> = (% + F>’ og lgs den salangt du kan.

Siden e((]l) = eél) =0o0g k" + k3 = 2w fas

d 0 3\ _ / 1 _ d 2WQU1 Wq2 2
m— (0’ +u”) = wqf (Kor)ul(7) = X f(KoT)+mKOf(KoT) . (26)
med lgsning
2wqU? wq?
0 3 _ 0 3 K K 2 9
uw(r)+u(r)=U"+U°+ Ko f( 07)+m2K0f( 07)%, (27)

der U° = u%(—00) og U? = u?(—o0).

Anta sa at vi bare har et svakt gravitasjonsfelt, A, =0, og

o o

Guv (%) = N + g(kT) v,  med ey = (28)

cocoo
cog o
|
IS]
cocoo
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der k, = w (1,0,0,—1), a er en konstant og g(s) er en vilkarlig deriverbar funksjon slik at g(s) — 0 nar
s — F00.

. 17 0 3
Vis at kudd% =w ("% — %) er en bevegelseskonstant.

La e bety matrisen e, . Bevegelsesligningen kan da skrives
1
Ug = ig'(k:x) [(ueu)kqy — 2(eu)q(ku)] . (29)

Siden k% = 0 og keu = 0 fas

%(k‘u) _ %g'(m«) [(wew)k® — 2(kew) (ku)] =0, (30)

som viser at ku er en bevegelseskonstant K. Vi kan derfor (ved passe valgt nullpunkt
for ) skrive kx = KoT.

f) Finn ligningene for u' = Tl og u” =

Med k! = k? =0, (eu); = au', (eu)y = —au', og ku = K fas fra ligning (29)
d | d 1
EU = —qQ <d7’ g(K[)T)) u-, (31)
d d 2
_— = _— K . 2
U a (dT g( 07)) u (32)
Disse kan omskrives pa eksplisitt integrerbar form:

d
— exp (ag(Kor)) u' =0,

% exp (—ag(Kot)) u? = 0.

Oppgave 3.

I flatt rom, guw () = v, er dynamikken for et massivt vektorfelt W, definert av Lagrangetettheten
1 1
L= = 0™ 0" Weas W + 5% W W, (33)

der Wy, = 0.W, — 0, W,.
a) Hvordan ma denne Lagrangetettheten omskrives for at vi skal fa en modell med generell kovarians som
ogsa er gyldig i krumt rom? Hva blir den tilhgrende virkningen?
Vima la n*” — g og 1 =/—n — /—g, der n og g er determinanten til henholdsvis
Nuv 08 guv- Det er ikke ngdvendig a innfgre kovariant derivert i uttrykket for W,,. Pga.

antisymmetri er W, — W,.,, = W, , — W, , i torsjonsfri rom. Lagrangetettheten blir
derfor

1 1
L=+/—g <—4go‘” g’g” Weap W + §/<2g“” W, W,,) ) (34)
Den tilhgrende virkningen er

S = / d*zL. (35)
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Kommentar: Det siste spgrsmalet var bare ment som en apning for de som gnsker a

skrive

S:/d4x —gL,

(36)

og derfor ikke tar med faktoren \/—g i uttrykket for £ (som da ogsa ber kalles for en

Lagrange funksjon istedet for en Lagrange tetthet).

Oppgitt:

Euler-Lagrange ligningene:
P oL oL
"0 (Dupt)  Op

Nother’s teorem:

oL
JH = ———Ap® — M", nar
0 (Oup?)
AL =0,M", der AX = dif( for X lik ©* og L.
€ e=0

En differensialligning med lgsning:
En klasse (endelig energi) lgsninger til ligningen

(&) + siny(x) = 0

er gitt som
y(z) = 4arctan e(*=%0).

(40)

(41)



