TFY4108 Fysikk, haust 2013:
Lgysing til ordinser eksamen 18. des.

Oppgave 1

Den fglgjande diskusjonen av denne oppgava er ganske lang. Grunnen er at for fleire av deloppgavene
diskuterer eg alternative lgysingsmetodar. Merk at det kan vere stor skilnad i arbeidsmengda in-
volvert i dei forskjellige metodane; det lgnnar seg & bruke dei som er mest effektive! Merk ogsa korleis
ortonormalitets-eigenskapen (likning (4) i oppgaveteksten) kan brukast til & evaluere mange integral pa

ein rask og enkel mate.

(a) Det finst fleire matar a vise at W(z,¢) er normert. Den enklaste er a vise at normeringskravet
(formelliste)
Y leal? =1 (1)
n

er oppfylt. Da treng vi a vite koeffisientane ¢,,. Den enklaste maten a finne dei pa er ved a skrive ¥(z,t)

SOom
(e, 1) = ﬁwx,w + ﬁw, = \/gwx)e—““/h T @W)e—“ﬁ/h 2)

og si samanlikne det siste uttrykket her med (formelliste) ¥(z,t) = 3" cnthn(z)e”Ent/" Dermed kan
ein simpelthen lese av koeffisientane ¢,. Ein ser at

1 2
012\/;7 02:\/;’ og ¢, =0forn>3. (3)

D lenf? =
n

Alternativt (men litt meir arbeidskrevjande) kan koeffisientane ¢, finnast vha. formelen (formelliste)

cn = [ daiy(x)¥(z,0). Dette gir
\/>\I/1 .13 0 \/>\I/2 x 0]

Dermed blir

2
FOF0 4= st o= (4)

_1
33

Cn

/00 dx iy (x)¥(z,0) / dx i (
/ d$¢ \/>¢1 \/21/12(30)] = \/g(sn,l + \/z(snﬂ (5)

(her brukte vi i siste overgang det oppgitte ortonormalitetsresultatet for funksjonane 1, (x)) som ig-
jen gir (3). Alternativt (men enda litt meir arbeidskrevijande) kan |c,|? finnast som (formelliste)
| [75, dz ©7(2)V(z,1)[* der Oq(x) her méa identifiserast som t,(z), eigenfunksjonane til energiopera-

toren (Hamlltonoperatoren), sidan |c,|? er sannsynet for & méale eigenverdien E,, for denne operatoren.
Ved bruk av [e~*Frt/?| = 1 gir dette same resultat som over for |c,|?.

Alternativt, i staden for & vise (1) kan ein vise at det andre (ekvivalente) normeringskravet (formelliste)

/OO da |¥(z,t)]? =1 (6)

— 00



er oppfylt:

/OO dz | U (z, 1) = /o:o dz U (z, 1)U (z, t)

— 00

= /_O:O dx <\/§\I/’{(gc,t)+ \/?I/;(x,t)> <\/g\111(x,t)+ \/g‘lfz(%t)>

= é [ . dmﬁ(rc)wl(w)+?ei<E1*EW [ _ dzi(@)a()

=1

2 2
+ {*“El Eﬂ/h/ da 3 (x)r (2 / da i (z)hs () = 7+0+0+§ 1. (7)

=0

(b) Sannsynet P(E,,) for at ei maling av partikkelen sin energi skal gi verdien E,, er lik |c,|?. Dermed
(sja lgysinga i (a) for identifikasjon av c,, alternativt |c, |?):

1
P(B) = lal =1 ®
2
P(Ey) = |eof’ = 3 9)
P(E,) = lcn*>=0forn>3. (10)

(Ein ser ogsa fra dette at ) P(E,) = 1, slik det skal vere. Dette er ein nyttig sjekk a gjere pa svaret.)

(c) Det er lettast & bruke at

= Eulea|”. (11)

(Dersom ein ikkje kan denne formelen “utenat”, kan den utleiast fra (formelliste) (g(F')) = > g(F)P(F')
med g(F) = F, F = E. Den diskrete versjonen av uttrykket for (g(F)) ma veljast sidan kun dei diskrete
verdiane E, for energien er mogelege, med P(E,) = |c,|2.) Med E,, = m2h*n?/(2mL?) far ein difor

2 2h2 3m2h?
E fE ZF, 1-1242-922
(B) = R s ey o) 3( + ) = omiz

(12)
Alternativt (men mykje meir arbeidskrevjande her, og difor ikkje anbefalt!) kan ein bruke (E)

[ da U+ (2, t)HU (2, t), som ein ogsa kan utleie fra (formelliste) (g(F)) = [ dx U*(x,t)g(F) ¥ (z, 1),
med g(F) = F og F = H (Hamilton-, altsé energioperatoren). Dette gir

— 00

(B) = /Oo da U* (x, t) HU (2, 1) d:r, <\f (z,1) \f (z,t) > H (\/gkl!l(x,t)—k\/glllg(x,t))

= 3/ v e +§ei<’ff””" | vt fusta)

3/ o —oo

=E1¢1(z) =E2¢2(z)

e / " dwi(e) B (x) +2 / " dw () Hia(o)
— 0 N—— 3 —0 S——

=E11(x) =FEa2(x)

= %El /_ N dmﬂi‘(w)wl(az)+§e“E1—E2)t/ﬁEz /_ _ da 7 (x)12(x)

=1 =0

\/i —1 — > * 2 * * 1 2
+ ?6 (E1 Ez)t/hEl/ dx '11)2 (l’)(/)l(x) +5E2/ dx w2 (x)¢2(x) = gEl + gEQ,

=0 =1

(13)



som sjplvsagt er same resultat som (12).

(d) . .
(x) :/ dx U™ (z,t) x U(x,t) :/ dx x|V (2, t)[? (14)
der
|U(x, t)]> = < T(x,t) \/7 a?t)(\/» (z,t) \/7\I/2xt>
1 2, V2
= § Uy (z,t)]* + ?(\I/ (z,t)Ua(x,t) + Ui (x,t)T1(x,t)) + f|\112(:c t)|2. (15)
Bidraget fra ferste og fjerde ledd her til (14) blir
1> , 2 [ s (1 2\L L
g/_oodxac|\lll(x7t)| +§‘/_Oodxac|\112(x7t)| = <3+3> 3= 5 (16)
=L/2 =L/2

der vi brukte den oppgitte informasjonen om at forventningsverdien av z i ein stasjoneer tilstand ¥, (z, t)
er lik L/2. Bidraget fra andre og tredje ledd i (15) til (14) blir, nar vi set inn for ¥, (x, 1),

V2 {(Ea—E . 2 L T 2mx
~Z (em B2 EO/R | pi(B2=E)t/h —/ dzx r sin — sin —
3 ( ) L /s L L
=2 cos H2—F1)t ;El)t
42  (Ba— Bt (L\? [T 2W2L  (By— Byt
= ?:L[COS( 2 - ) (71-) /0 dyy SinysinQy:—32;{_2 cos( 2 - ) . (17)
=—8/9 (formelliste)
Dermed blir /s
L 32V3L (B, — Ey)t
= - — . 1
@) =3~ S (1)
Vi kan dermed lese av at
32v2L L E, — E; 3m2h
A="20 (m034 2 = = . 19
2772 ( 2) e @ h ( 9mL? (19)
(e) Sidan vi kjenner (x) som funksjon av ¢, finn ein (p) lettast fra Ehrenfests teorem (formelliste):
d d (L
(p) = m% =m < - Acoswt) = mAw sin wt. (20)

Alternativt (men mykje meir arbeidskrevjande her, og difor ikkje anbefalt!) kan ein bruke (p)
75, da v (z, t)h ax\I/(ac t) som fglgjer fra (formelhste) (g(F)) = [7 da V™ (z,1)g(F)¥(x,t) med g(F) =
F og F=p= '? 8%. Dette gir (eg gir ikkje detaljar ang. utrekninga av diverse integral)

B g
- g/_oodxlll (1) 5 ¥(.1)

_ ZL/: dx <\/§\I/T(x,t) + ﬁ@;@,@) a% <\/§\Ifl(x,t) + \/g%(x,t)>

h 2 1 2 2
- zL/ dxl?)sin?'z EJrf’(El Ba)t/hgin T2 2T g 212

L "3 L L1

V2 s, 2T T T ZSmQLI 2w Grmel k2wl V20 =21 gy
3 L 171 L L L i L2 3 T
AT (B —B)t/h hor 2 4L . . (E;—E)t 16V2h
+ 1-3—Le ( 2t/h ) 40 ZL2-?~3—7T~22s1n - =—5 1% wt. (21)




Dette er det same resultatet som (20), noko ein kan verifisere ved & setje inn uttrykka (19) for A og w i
(20).

Oppgave 2
(a) Newtons 2. lov i radialretninga er

S+ Grad = MAarad (22>

der S er snorkrafta, Gyaq er radialkomponenten av tyngdekrafta, og aaq = v?/7 er sentripetalakselerasjo-
nen, med 7 = £ her. Med S = 0 og Gy.q = mgsin ¢ far ein mgsin ¢ = mv? /¢, som gir

v =+/glsinp. (23)

(b) Sidan kun tyngdekrafta gjer arbeid (snorkrafta star alltid
normalt pa forflyttinga og gjer difor ikkje arbeid) kan ein m%,g;lw

;

bruke bevaring av mekanisk energi. Dersom ein tek nullpunk- ‘\ f
tet for hggda ved botnen av bana, blir energibevaringa )

-

4

L —<

JnL,Sw\?

N
PR
<

1 .
Ko+mg-0= imU2 + mgh, (24) /

NN,

™
der h = { + ¢sin ¢ er hggda ved vinkelen . Set ein ogsa inn ¢

v? = glsinp fra (a) far ein

1 3 2 (K
Ky = imgésingo + mgl(1 + sin ) = mg/l (1 + 3 sin gp) = sinp = 3 (mgoé — 1) . (25)
Dersom kula savidt nar toppen av sirkelbana betyr det at snorkrafta blir null der, altsa for ¢ — 90° i
uttrykket over. Dette gir

3 )
Ky =mgt (1 + 3 sin 900) = amg[ (26)

(c¢) Dersom den stive lekamen savidt nar sirkelbana sitt toppunkt, er farten til lekamen (og dermed den
kinetiske energien) null der. Bevaring av mekanisk energi gir da Ky = mgh, der h er hggdeskilnaden for
massesenteret til lekamen mellom topp- og botnpunktet i bana. Sidan vi neglisjerer staven sin masse,
ligg massesenteret til lekamen i kula, sa h = 2¢. Dermed blir

Ko = 2mgt, (27)

altsd mindre enn den tilsvarande verdien (26) i (b). Grunnen til skilnaden er at i (c¢) har vi ein stiv
lekam som difor ikkje har begrensingar pa kor sakte den kan bevege seg i toppunktet, mens i (b) ma
snora vere stram gjennom bevegelsen, ellers vil kula falle ut av sirkelbana og dermed ikkje na toppunk-
tet i den. Dette medferer at i (b) ma kula ha ein viss minimum kinetisk energi i toppunktet (gitt av
(1/2)m(y/glsin90°)% = mgl/2), sd Ky ma vere stor nok til & supplere denne i tillegg til den potensielle
energien som er den same i (b) og (c).

Oppgave 3

(a) Spinnet til systemet (karusell + barn) om aksen er bevart fordi det ytre kraftmomentet om aksen er
null. (Det vil generelt verke ei ytre kraft pa karusellen under landinga (sja (b)), men sidan denne verkar
ved aksen har den null arm.) Vi kan difor bruke spinnbevaring om aksen til & finne w. Spinnet om aksen
for og etter landing blir

Lige = Iowo + rmu, (28)
Letter = Iw, (29)

der I er tregleiksmomentet til karusell + barn etter landing, dvs. I = Iy + mr?. Spinnbevaring (Lg,, =
Letter) glI‘ dé‘
_ Iowo + mrv

30
Iy +mr? (30)



(b) Den totale bevegelsesmengda til systemet (karusell + barn) er
ﬁ = ﬁkarusell + ﬁbarn- (31)

Sidan massesenteret til karusellen er pa rotasjonsaksen, som er i 1o, er Uem karusel = 0. Dermed blir
Prarusell = 0 (sidan Prarusell = MikarusellUem karusell), S& kun barnet bidreg til systemet si bevegelsesmengd:
P = Pbarn. Bade for og (like) etter landing har barnet si bevegelsesmengd retning oppover pa figuren,
med storleikar pparn for = MV 0 Phbarn,etter = M(rw). Dermed blir

m(rwg — v
AP = Petter — Pior = m(rw - U) = 1_(|_morg/]3 (32)

der ein far det siste uttrykket ved a setje inn (30) og forenkle. Retninga pa Ap er difor oppover (ne-
dover) pa figuren dersom rwy er stgrre (mindre) enn v. (Merk at rwg er farten for landing til punktet
pa karusellen der barnet landar.) Sidan den (midlere) ytre krafta Fy.. pa systemet under landinga er

gitt som ﬁytre = Ap/At, der At er tida landinga varer, folgjer det at ﬁytre peiker oppover (nedover) pa
figuren dersom rwy er stgrre (mindre) enn v. (Denne krafta ma verke ved rotasjonsaksen, sidan det er
der karusellen er festa til omgjevnadene.)

Oppgave 4
a) Likevektsvilkara er at bade summen av ytre krefter og summen av ytre kraftmoment ma vere 0:
Likevektsvilka t bad tre kreft tre kraft t ma 0

“N1-trans”: Z F = (33)

0,
“N1-rot”: ZF =0 (for eitkvart referansepunkt) (34)

Vi vel positiv translasjonsretning oppover langs skraplanet og tilhgyrande positiv rotasjonsretning med
klokka (den vegen jojoen roterer dersom den rullar oppover skraplanet). Nl-trans langs skraplanet gir
da

Fo+ fo— Mgsinf =0, (35)

der vi har anteke at friksjonskrafta (som er statisk) peikar oppover skraplanet. Vel vi referansepunktet
for kraftmoment pa rotasjonsaksen gir verken normalkrafta fra underlaget eller tyngdekrafta bidrag til
N1-rot langs (om) rotasjonsaksen, som dermed blir

F()T — foR =0. (36)

Loysing av desse to likningane mhp. dei to ukjende Fy og fo gir

F, = RLanMgsinH, (37)
fo = R:_ngsinH. (38)

Sidan fo kjem ut positiv betyr det at friksjonskrafta peikar oppover langs skraplanet slik vi antok. (For
ordens skuld: Denne konklusjonen ang. den faktiske retninga til den statiske friksjonskrafta er sjslvsagt
uavhengig av kva retning vi antek at krafta har nar vi gjer utrekninga. Hadde vi anteke friksjonskraft
nedover, ville forteikna framfor fy i (35) og (36) ha vorte motsett, slik at fy ville ha vorte negativ, dvs.
friksjonskrafta peikar i motsett retning av det vi antok, dvs. den peikar oppover.)

(b) Likevekta forutset at jojoen ikke sklir, sa friksjonskrafta er statisk. Men storleiken pa den statiske
friksjonskrafta er begrensa:
|fol < psN, (39)

der N er normalkrafta fra underlaget. N1-trans normalt pa skraplanet gir N = Mgcosf. Ved a setje
inn uttrykka vi har funne for fy og N gir (39) at

7,
R+r

s > tan 6 (40)



som altsa er kravet til ug for at likevekta skal vere mogeleg.

(¢) Vi bruker dei same konvensjonane og antakelsane ang. retningar som i (a). N2-trans langs skraplanet
blir
F+f—Mgsing =Ma (41)
og N2-rot om rotasjonsaksen blir
1
FrffR:IaziMRa (42)
der vi i siste overgang brukte I = %M R? og a = Ra (den siste relasjonen fglgjer ved & tidsderivere

betingelsen v = Rw for rein rulling pa underlaget). Lgysing av (41) og (42) mhp. dei to ukjende a og f
gir

a = ;L@(lJr;)gsinH}, (43)
o= HF(Z-l)Jngsme]. (44)

Vi ser at dersom r/R < 1/2 blir leddet proporsjonalt med F' i (44) negativt. Dersom F' er stor nok, kan
dette leddet i absoluttverdi vere storre enn M g-leddet, slik at f er negativ, dvs. friksjonskrafta peikar
nedover langs skraplanet. Retninga pa friksjonskrafta kan altsa endre seg med F' dersom r/R < 1/2.

(d) Den totale kinetiske energien til jojoen er summen av den kinetiske translasjonsenergien (1,/2)Muv?
assosiert med bevegelsen til massesenteret og den kinetiske rotasjonsenergien (1/2)Iw? assosiert med
rotasjonen omkring aksen gjennom massesenteret:

1 1 1 11 vy2 3
K = oMv? 4 JIw? = SMo* + o oMR?- () = $Mv? 15
gl =M g rR) ~ 1 (45)
der vi brukte betingelsen v = Rw for rein rulling pa underlaget. Sidan akselerasjonen a er konstant! og
jojoen startar fra ro ved tida ¢ = 0 blir farten v til massesenteret ved tida t lik v = at. Set ein dette og
det oppgitte uttrykket for a inn i (45) far ein

r\2 F?t?
K= (1 7) . 16
+ R/ 3M (46)
(e) Med konstant akselerasjon og start fra ro blir
1 5 F T\ o
= catr=—(1+2 4
° 2 3M(+R>t’ (47)
1 1la F r
6 = 7t2:7—t2:—(1 —)tZ 4
2" ~2r" “3mr\' TR (48)
(vi ser at s = R#, som ogsa kan sjaast geometrisk). Vha. desse uttrykka far vi
F? r r F? r
Fs+rF) = oo (14 D)2 Do (14 )
s a7 (1 )€ o (0
ry\ F? r r\2 F?t?
= (1 —)—(1 —>t2z(1 —) , 49
(14 7) s 0+ TR 3M (49)

som er uttrykket for K i (46). Dermed har vi vist at
K =Fs+rFé. (50)

Her er F's arbeidet krafta F' gjer nar massesenteret til jojoen flytter seg ein avstand s langs underlaget,
dvs. F's er “translasjonsarbeidet” til F. Vidare ser ein (ved & skrive rF0 = 76 der 7 = rF er kraftmo-
mentet til F om rotasjonsaksen) at rF6 er arbeidet krafta F' gjer nar jojoen roterer vinkelen 6 omkring
rotasjonsaksen, dvs. rF@ er “rotasjonsarbeidet” til F. (Jf. formlane dW = F - ds og dW = 7df i
formellista.)

1Det var ikkje sagt eksplisitt i oppgava at F var konstant. Men dersom F' ikkje hadde vore konstant ville det ha vore
umogeleg a finne den kinetiske energien ved tida ¢ > 0 utan informasjon om tidsavhengigheita til F'.



