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Oppgave 1. Harmonisk oscillator
Hamiltonoperatoren H for en harmonisk oscillator i én dimensjon er gitt ved:

H = — + -mw’q
m

Her er:

N mw, . 1

© = VTN 2t

at = /%q_i‘/Lp
2h 2mhw

og posisjons-operatoren § og impuls-operatoren p oppfyller kommutatorrelasjonen:

. h

Vi kan ogsa uttrykke ¢ og p ved a og a':

. h b ) s mhw 44
q= (a +a> , D= <a —a).
2mw 2

For grunnlag for det fglgende oppgis (skal ikke vises)

aln) = Vnln—-1),
aflln) = Vn+1n+1),

der |n) er ortonormale egenvektorer til H.
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a)

b)

Vis (pa grunnlag av det ovenstaende) at:

6,07 =1
LOSNING

[a,a'] = aal — ala (8)

Vi setter inn og finner
N S S S I 0
aa o @+ 5" + oz (B0 — 4d) , (9)

mw . 1 1

= —¢+ —p2 + = (10)

Tilsvarende far vi

ala = —— g2+ ——p% — = 11
GO T Y T2 ()
Dette gir dermed
1 1
g0l == —(-2)=1 12
0,8 = 5~ (~3) (12)

q.e.d.

Vis at den normerte tilstanden |a) gitt ved

) = exp ( ——\a| Z\/—!n (13)

er egenvektor til annihilasjonsoperatoren a med egenverdi «, der « er et vilkarlig kom-
pleks tall.

LOSNING

ala) = aexp ——\a| ZQT (14)
— e (—5laP) > i), (15)
n=0 :
— e (—5laP) > = viln - 1), (16)
n=0 :
= e (glaf) Y~ 1), (17)
n=1
9 X gt
= e (glaf) 3 =i, (18)
~ afa) (19)
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c) Bestem forventningsverdiene for operatoren 7 = afé i tilstandene |n) og |a). Hvorfor
kalles 7 antallsoperatoren?

LOSNING
(nlpfn) = (nlataln), (20)
= (n—1|v/n-vnjn-1), (21)
= n. (22)
(ala’ala) = (ala*ala), (23)
= |af*. (24)

n kalles antallsoperatoren fordi den gir ut hvor mange kvant som eksisterer i energi-
tilstanden.

d) Vis at vi har fglgende forventningsverdier for ¢ i tilstandene |n) og «a):

(nlgln) = 0, (25)
folile) = /5 (a+a) (26)
LOSNING
liin) = /5o (nlaf + afn), (21)
_ %((n!a”n>+(n|&|n>), (28)
_ ,/%<\r+1<nm+1>+¢ﬁ<n\n—1>), (29)
S (30)
q.e.d.
(olile) = /5 (alal +ala), (1)
_ ,/%(<a\af|a>+<a|a\a>), (32)
= (g (ot a) (33)
q.e.d.
e) Vis at:
Ap-Ag="h/2 (34)

for tilstanden |«). Beregn ogsa Ap - Aq for tilstanden |n).
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LOSNING

Vi betrakter forst tilstanden |o):

h

(a]@®le) = %(a|deT+dd+dT&+ddT\a), (35)
= 5 (atal + aa + 2aa + 1|a), (36)
h
= g ((@*)?+a® +2a*a+1) , (37)
h *
Uskarpheten i posisjonen blir dermed
(Ag)* = {(@— (@)%, (39)
= (@) -{a*, (40)
= i ((* +a)®+1) — i(of“ +a)? (41)
2mw 2mw ’
h
T 2w (42)

Tilsvarende far vi for impuls-operatoren

2
(afpla) = iy/ =2 (ol — dla), (43)
2
S fuidlied (o — ) (44)
h
og
2
(ofp?le) = —==(alala’ +aa - a'a - aalla), (45)
mhw ,,
Dette gir
(Ap)? = (%) —®)?, (47)
fuw
= - (@ —aP?—1) + (0" - ), (48)
mhw
= = (49)
Dermed blir uskarphetsrelasjonen:
h mhw h
Ag-Ap = 4| —— . ] =2 _
TP =\ ome V2 T2 (50)
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f)

g.e.d. Vi betrakter sa tilstanden |n). For usikkerheten i posisjon har vi

h

(n|@®n) = %mmw + aa + afa + aatln), (51)
hi

= %(\/n+1-\/n+1+\/ﬁ\/ﬁ), (52)
hi

= (Ag). (54)

Tilsvarende finner vi (n|p|n) = 0 og

hw

(nl?n) = —=5=(n| - aa - afal), (55)

hw
- mT 2n+1), (56)
= (Ap)*. (57)

Dette gir
mhw h

Ap-Aq = 5 \Vomw’ (58)

h
— S@n+1). (59)

Ovenfor har vi betraktet de tidsuavhengige tilstandene |n) og |a). De tilsvarende tid-
savhengige tilstandene (som er lgsninger av den tidsavhengige Schrodingerligningen) er
gitt ved:
1
[n,t) = exp (—i(n + 5)wt)|n) (60)
og

0.8) = exp (=3lf) 3 S=ln. ). (61)
n=0 :

Det kan vises (skal ikke gjores her) at (n), Ap og Aqg har samme verdier for |n,t) og
|, t) som for henholdsvis |n) og |a). Nar n — oo, vil da |, t) (for « reell) og/eller |n,t)
inneholde beskrivelser som pa noen vi naermer seg den klassiske fysikks beskrivelse av
en harmonisk oscillator? Begrunn svaret bade for |, t) og |n,t).

Oppgitt:

For « reell gjelder:

ala, 1)) = /% exp (—(z — V2a coswt)?) (62)

der
x = qy/mwh. (63)

LOSNING
Vi betrakter forst |o,t):
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Vi setter = aexp (—iwt) og far da:

t) = e (=5lal") 3 Tl e —(itn + o), (64)

(cvexp (—iwt))"

1 Yy >
= ©Xp (_E‘O“ GXp 2 Z \/m ‘n>7 (65)
0

der |B) altsa er gitt ved

[e.9]

1, .9 "
1) = exp (—516] >2§%;Zirn>. (68)
Siden |f) er normert er altsa ogsa |, t) normert. Vi ma ogsa ha:
W
(. t] = exp (i51)(0] - (69)

Dermed har vi

(o, tlgla,t) = (BldlB), (70)

= o (5457, (71)
= 4/ % (cvexp (—iwt) + o exp (iwt)) , (72)

_ 1/%(|a|exp(—z’(wt+¢))+ o exp (i(wt +¢))) . (73)

= 1/%2|a|cos (wt+¢), (74)

(75)
der vi har satt @ = |a|exp (—i¢). I tilstanden |a,t) svinger altsa middelverdien til
posisjonen harmonisk. Dersom « er reell er ¢ = 0.

Dette resultatet kan ogsa sees direkte fra den oppgitte sannsynlighetsfordeling i po-
sisjonsrommet, |{q|c, )|2.

Den relative uskarpheten i posisjonen er gitt ved
Aqg 1
(@ 2lalcos (wt+¢)

(76)

som gar mot 0 (for alle ¢ for cos (wt + ¢) # 0) nar () = |a|? gir mot co.

Altsa svinger middelposisjonen som cos (wt + ¢), og den relative usikkerheten gar mot
0 nar (n) gar mot co. Det betyr at for (7) — oo har vi en beskrivelse som gar mot
klassisk fysikks beskrivelse:

q = qocos (wt+ o). (77)
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(c reell tilsvarer ¢ = 0.)

Vi merker oss ogsa at Ag-Ap = h/2, dvs. at Ag-Ap har den minste verdi som er mulig
ifglge usikkerhetsrelasjonen.

Vi betrakter sa |n, t):
Vi far ved hjelp av oppgave d) og opplysningene i denne oppgaven:

(n, Hdlm, £) = exp (i(n + %)wt) exp (—i(n + %)wt)wqym ~0. (78)

Middelposisjonen er altsa 0, uavhengig av t og (n), som vi skulle forvente siden |n,t) er
en stasjonar tilstand. |n,t) kan altsa ikke beskrive noe som svinger med tiden som en
klassisk harmonisk oscillator gjgr.

Vi merker oss ogsa ved hjelp av resultatene for pkt. e) at bade Ag og Ap gar mot co
nar (n) gar mot oo. Dette er som vi skulle vente siden (¢) = 0 = (p) og energien gar
mot oo nar (n) gar mot oo.

Oppgave 2. Tidsuavhengig perturbasjonsteori
Forste ordens energikorreksjon er i Rayleigh-Schrédingers perturbasjonsteori gitt ved:

AEWN = (n|AV|n), (79)

der |n) er egentilstand til den uperturberte Hamiltonoperatoren HO AV er perturbasjonen
og altsa lik H — H® der H er den aktuelle Hamiltonoperatoren.
I denne oppgaven kan du ogsa fa bruk for fplgende:

/ " dglaplal = 1. (0)

A h 0
(©|F (0, d)|a) =F (—.8—> 02— q1) - (81)
1 0q2
Bolgefunksjonen for éndimensjonal harmonisk oscillator i grunntilstanden:
mw 1/4 9
vola) = (52) " exp (~mewg?/(2m)) (82)
o n 1-3-5---(2n—1)
/_oo dzaz®™ exp (—2%) = /7 o , (83)

dern=1,2,3,....

a) AV er ovenfor uttrykt ved den generelle formalismen. Anta at vi betrakter et éndimensjonalt
problem og at V bare er avhengig av konstanter og posisjonsoperatoren ¢. Omform ut-
trykket for )\Efll) til bglgemekanikk-formalismen (i posisjonsrommet) bl.a. ved bruk av
fullstendighetsrelasjonen, dvs. vis at:

AED = / dgu (@A (@) (a) (34)

der 9,, er egenfunksjon til H. Benytt som kjent at ¥, (q) = (g|n).
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LOASNING
AEWM = (n|AV]|n), (85)
— / dg, / daa(nlgr){a AV |g2) (galn) (36)
_ / dg: / dant () AV (01)0(a1 — g2 (02) (87)
- / A1 (q)AV (@) (a1) - (38)

b) Beregn grunntilstandsenergien Ey ~ E(()O) —i—)\E%l) = %hva)\E(()l) ved Rayleigh-Schrodinger
perturbasjonsteori (se pkt. a) for:

~ p 1
HO = 27’—m + S (89)
og ) o
AV =H— HO = )¢, (90)
der A er en liten reell og positiv konstant.
LOSNING
2
mw mwq
AER = [ daZE exp (<, (91)
A mw h &
= ﬁ(T)l/z(m)m/ 2% exp (—a?) (92)
h 515
= A(@f’g (93)
Dermed er . B 15

c) Vis at for enhver kvadratisk integrerbar funksjon f gjelder folgende:

[drf*Hf
W > ko, (95)

der Ejy er den laveste egenverdien til Hamiltonoperatoren H.

Vi tenker oss at vi ville benytte denne ulikheten (dvs. benytte Rayleigh-Ritz varisjons-
metode) til & beregne en gvre skranke Erg for Ey for Hamiltonoperatoren H gitt under
pkt. b). Vi tenker oss videre at vi benytter prgvefunksjonen:

f=exp(—ag®), (96)

der a er en varierbar parameter. Hvilket resultat, det for Ey i pkt. b) eller det vi her
ville fa for Frg, vil ligge naermest den korrekte grunntilstandsenergien for H? Begrunn
svaret!
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(Merk at det ikke er ngdvendig med meget regnearbeid for a kunne svare pa dette.)

LOSNING
Vi kaller egenfunksjonene til H for Y,, og utvikler f i disse, dvs.

=3 et (97)
n=0
Egenverdiene til H kaller vi E,,. Vi antar at 1,, er ortonormerte. Vi far da:
[ =[S ewniY e (98)
= SN cenBu [ Vbdr. (99)
n m
= Y lealEn = Eo ) _leal. (100)

Tilsvarende faes:
/f*de =Y Jel? (101)

og dermed har vi )
[fHfdr >, |cenl*En

= =2 > 102

Jriar el = 1oz

q.e.d.

Dersom a velges like mw/2h vil f 9y og Egr = Ep fra pkt. b). (fordi [ dripgHOepy =
fw/2). Dersom vi varierer a slik at Egg far minimum (som skal gjores etter Rayleigh-
Ritz-metoden) vil vi fA Frg mindre enn Ejy fra pkt. b) for A # 0.



