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Oppgavesettet er pa fem sider. Les oppgavene ngye. Sper dersom noko
er uklart. Lykke til.

Oppgave 1

I denne oppgava skal vi studere ein partikkel med masse p som bevegar seg
i eit rotasjonssymmetrisk potensial V(r) = V(r) i to dimensjonar.

a) Vis at den tidsuavhengige Schrodingerlikninga i polarkoordinatar (r, ¢)
kan skrivast som
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Forklar kvifor [H, L.] = 0. Dei simultane eigenfunksjonane for H og L. kan
skrivast pa forma ¢(r, ¢) = R(r)e"™?. Finn dei moglege verdiane for m.

b) Vis at radiallikninga for R(r) kan skrivast som

RE (A 1d m?
[_Qu (dr? - ﬂ)] R(r)+V(r)R(r) = ER(r). (2)

c) I resten av oppgava er V(r) = uw?r?, det vil seie vi studerer ein isotrop

todimensjonal oscillator. Vi skriv na bglgjefunksjonen som R(r) = u(z) der

r =r,/5° er ein dimensjonslaus variabel. I tillegg skriv vi u(z) = P(z)e 2",

Radiallikninga for P(x) kan da skrivast som

T 22

[P”(w) + (1 - 2x> P2) + <e o mQ> P(x)] — 0, (3

der € = E/(3hw). Dette treng du ikkje vise. Bruk likning (3) til a finne
spektret (energinivaa) til den isotrope todimensjonal oscillatoren.

d) Det finst ei lgysing der P(x) er konstant. Vis at dette gjev m = 0 og
¢ = 2. Den neste bglgjefunksjonen er P(x) ~ x. Finn € og dei moglege
verdiane for m i dette tilfellet.

e) Bolgjefunksjonane som svarer til P(z) = konstant og P(z) ~ x kan skri-
vast som

Yo(r, @) = Ae 2 /m -y (r,¢) = Bre~zmer/heime (4)
der A og B er normeringskonstantar.

Forklar kvifor ¢ (r, ¢) er grunntilstanden for den todimensjonale oscillatoren.
Vis at

(rf) = — (5)

i grunntilstanden (r, ¢). Bruk dette til a finne middelverdiane (E,) =
(V(r)) og (Ex) = <—%V2> i grunntilstanden (7, ¢). Kommenter resul-
tatet. Finn den klassiske venderadien ryenqe 1 tilstanden o, (r, ¢).

Oppgave 2

I dei fleste tilfella i kvantemekanikk kan ein ikkje lgyse Schrodingerlikniknga
eksakt. Ein kan da lgyse problemet numerisk. Eit alternativ er a bruke vari-
asjonsmetoden. Fin gjettar pa ei rimeleg form pa bglgjefunksjonen 1. Denne



bolgjefunksjonen v kallar ein da ein provebglgjefunksjon. 1 inneheld ein eller
fleire parametre som ein kan variere. Ideen er a minimalisere energien til ¢
som funksjon av desse parametrane. Ein kan da vise at energien F,;, som
ein far med denne prosedyra alltid er hggare enn den verkelege grunntilstand-
senergien til systemet. Egil Hylleraas (1898-1965) var ein norsk fysikar som
i tida rett fgr 1930 brukte variasjonsmetoden til a rekne ut F,,;, for Helium.
Han brukte sveert mange parametre i prgvebglgjefunksjonen sin, men han
hadde ikkje PC og matlab tilgjengeleg. Han fekk eit resultat som berre var
eit par prosent hggare enn den eksperimentelle verdien for grunntilstanden i
Helium. Hylleraas var ein framifra fysikar som gav store bidrag til a forsta
to-elektron atom. Vi skal ga i Hylleraas’ fotefar og bruke variasjonsmetoden
pa eit enkelt problem.

Potensialet vi skal studere er pa forma

o0, z <0
v = {0 tSh )

der F' > 0 er ein konstant. Sja figur 1.

V(X)
V=00 V(X)=Fx

Figure 1: Potensialet V() i oppgave 2.

Provebglgjefunksjonen vi skal bruke er

0@ = { e 500 )

der A er ein normeringskonstant og o > 0 er ein variasjonsparameter.



a) Forklar at i(x) beskriv ein bunden tilstand i potensialet V'(z). Vis at
den normerte bglgjefunksjonen er

P(x) = 2a2xe™ " (8)
b) Vis at middelverdien til den potensielle energien er

3F

V) = 5. ©)

c¢) Vis at middelverdien til den kinetiske energien er
(Ek) = %042 : (10)

d) Bruk resultata i a) — ¢) til a finne den verdien av o som minimaliserer
energien i tilstanden ¢ og finn F,,;,. Samanlikn svaret med

o=

min

h2
Eosakt 2.33811() F3 (11)
2m

som er den numerisk eksakte verdien for grunntilstandsenergien for poten-
sialet i likning (6).

Oppgave 3

I denne oppgava er det fire delspgrsmal du kan svare pa uavhengig av kvaran-
dre.

a) La H vere Hamiltonoperatoren for ein partikkel med masse m som bevegar
seg i tre dimensjonar der potensialet V(r) = V(r) er kulesymmetrisk. H er
da pa forma

| i léﬂ 281+ L +V(r), (12)

H = —|—+ — _
2m 8r2+r8r 2mr?

A

der L er dreieimpulsoperatoren. Finn kommutatoren [H,r].

b) Bolgjefunksjonen for grunntilstanden i hydrogen er

broo(r, 6,8) = ——e i (13)

mad

der ay er Bohrradien. Finn bglgjefunksjonen i impulsrommet, ®(p), der
p = |p|. Kva er tolkninga av |®(p)|*?



Hint: Koordinatsystemet i posisjonsrommet (z,vy,z) kan veljast slik at p
peiker i z-retning. Skriv ut p - r i dette koordinatsystemet og bruk at
z = rcosf og bruk kulekoordinatar (r, ¢, 6).

c¢) Forklar forskjellen mellom klassisk mekanikk og kvantemekanikk. Du treng
ikkje skrive ei laerebok, men nemne eit par viktige skilnader.

d) Figur 2 viser eit potensialsprang der potensialet er gjeve ved

0, z <0
Viz) = {%7 >0 (14)
der Vi > 0 er ein konstant.
V(X)
************************************* E> VO
Vo
************************************* E< Vo

Figure 2: Potensialet V(x) i oppgave 3d.

Vi sender ein partikkel med masse m og energi F inn fra venstre mot
potensialspranget. I det eine tilfellet er £ > Vj og i det andre tilfellet er
E < Vy. Kva skjer med partikkelen i dei to tilfella viss vi bruker klassisk
fysikk? Og viss vi bruker kvantemekanikk?




