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Lgsningsforslag

Eksamen 9. desember 2006
TFY4250 Atom- og molekylfysikk /FY2045 Kvantefysikk

Oppgave 1

a. eGrunntilstanden ¢, (x) har ingen nullpunkter. Forste eksiterte tilstand 1 (z) har ett
nullpunkt. eNar potensialet er endelig som her, ma alle energiegenfunksjoner v (z) vere
kontinuerlige, og det samme gjelder den deriverte, ¥'(x) = di(z)/dz, og dermed ogsa den
“logaritmisk deriverte”, ¢’ /1.

eFor 0 < x < L har den tidsuavhengige Schrodingerligningen for 1. eksiterte tilstand

() formen

2m 2mV, 1
b = ?[V@) — Eb|tpy = — 0% —5 a.
CLo

Innsetting av o = Asin[ks(x — a)] gir ¥ = —k2¢2, dvs

1
l{ing.

Qo

b. eFor <0 og E = FE,; =1V, tarden tidsuavhengige Schrodingerligningen formen

y 2m 2mV0

= 5 V(@) = BoJtos = —5— s = k3 ¥,

med den generelle lgsningen v, = Ce*?* + De 2% Her méa koeffisienten D settes lik
null for a gi en akseptabel lgsning:

Yo(z) = Cer” for =<0, q.ed.

For z > L har vi tilsvarende

n 2m-3Vh

2 — 72 Yy = (kQ\/§)2¢2-

Den akseptable lgsningen er her
Po) = Cle Y3kt for x> L.

oVi ser her at v, ikke har nullpunkter hverken for = <0 eller x> L, sa det eneste
nullpunktet (x = a) ma ligge i intervallet 0 < a < L. Skissen blir da omtrent slik:

#6)
A sinlfy(x-a) C/'Q“ AZE
I\ = —

T




Eksamen TFY4250/FY2045 9. desember 2006 - Igsningsforslag 2
c. eDet enkleste er her a bruke kontinuiteten av den logaritmisk deriverte, ¢’/¢. For

r <0 er / Oy
er2?
22/;2:(06’“21) = ky (for z <0).
2

For 0<z <L er

Yy (Asinfky(z —a)]) e
Py Aam@@_aﬂ<—b t[ks(z — a)].

Kontinuiteten for x =0 gir da

T3
47 47
Fra skissen ovenfor ser vi at fasebelgpet koa ma ligge mellom %7‘(‘ og . L@sningen er altsa

cotlka(—a)] =1,  dvs. tankea = —1,  dvs. kea = arctan(—1) = —

3
koa = yid q.e.d.

eDet er vel na klart at vi kan finne fasebelgpet ko(L — a) pa tilsvarende mate, ved a bruke
kontinuiteten for x = L. For z > L er

/ 1 —\/3kax\/
ZQ = <g’/€€\/§k) = —kQ\/g (for T > L)
2 2T

Kontinuiteten for = = L gir da

ko cot[ky(L — a)] = — ko3, dvs. tan[ke(L — a)] = —\}g, —
ko(L — a) = arctan(—1/v/3) = —%, 5(?,

Fra skissen skjgnner vi da at fasebelgpet ky(L — a) ma vaere b7 /6. Dermed har vi
3m  om 197 1970 197

koL = kya+ ko(L —a) = 2% 4+ 20 _ 297 dvs. L= —~ ~ 5.
2 20+ k(L —a) ="+ =75 Ve 12k, 12 07040

d. eSannsynlighetstromtettheten er

j(z) = [wEZZ a;iE] ~ Re [(eikx n T*eikm) :n ik (eikz B Teika:)]

2iSm (r* e2ike)
ekor 2V < E < 4Vy har den akseptable lgsningen av den tidsuavhengige Schrodinger-
ligningen formen

1
Yp(r) =Ce™ ™, medk = 7 2m(4Vy — E), forx > L.

Denne svarer til en strgmtetthet

j(z) = Re C'*e_”“”,i

mn

(—@c—m] %{Z\CFJW]—O

Da j(z) er uavhengig av z for den stasjonaere éndimensjonale lgsningen Wy (z,t) = ¢p(x)e /",
ma vi altsa ha |r|> = 1. Sannsynligheten for refleksjon (refleksjonskoeffisienten) er derfor

=|r =1, qed
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e. Den transmitterte stromtettheten er

Med en innkommende stromtetthet j; = ik/m blir da transmisjonskoeffisienten

| y
T =7 = g2
Ji k

Nar E gar mot 4V, ovenfra, vil k' = /2m(E — 4V;)/h ga mot null, mens bade k, ¢ og
|t| har endelige verdier. Fglgelig gar sannsynligheten for transmisjon mot null i denne

grensen:

lim 7T'=0.
E—4Vy

Oppgave 2

a. Siden V(r)=0 for 0<r <a, ogmed [ =0, forenkler radialligningen for funksjo-
nen uy(r) =rRy,(r) (se formelarket) seg til et éndimensjonalt boks-problem:

h2 k2

o 2hE
2

ST U= —k*u (E =

) 0<r<a>.

Den generelle Igsningen er
u(r) = Asinkr 4+ B coskr.

Kravet u(0) =0 gir B=0. Siden V(r)=o0 for r>a, maviha wu(a) =0, som
gir
u(r) = Asinka =0, dvs. kya=mn; n=12,---

Energiegenverdiene for [ =0 blir altsa

R (hn)?

En - ’
0 21 2ua?

q.e.d.

De tilhgrende unormerte lgsningene for radialfunksjonene blir

A si :
Roo(r) = Uno(T) _ Alsinknr o sm(ﬂnr/a); (1 = 0): n=12..

r r r

i overensstemmelse med formlene i oppgaveteksten.

b. eFra oppgaveteksten folger det at vi har én radialfunksjon R,;(r) for hvert nullpunkt
Y i Bessel-funksjonene. [Det er dette nullpunktet i j; som sgrger for at R, (r) o
51(¥7 /a) blir lik null for r = a.] Da den tilhgrende energien er proporsjonal med [TTV]2,

svarer 1. eksiterte niva til den nest laveste nullpunktsverdien i tabellen:

(I - 4.4934)2

MY =44934 = B, = -
2ua



Eksamen TFY4250/FY2045 9. desember 2006 - Igsningsforslag 4

Andre eksiterte niva svarer til den “neste” nullpunktsverdien:

(h - 5.7635)>2

MY =5.7635 = E,_1m0 = -
2ua

elgrste eksiterte niva har altsa n =1 og [ =1, slik at de mulige magnetiske kvantetal-
lene er m = 0,+1. Degenerasjonsgraden er da g =3. Radialfunksjonen er Ry;(r) =
Aj1(4.4934r/a). De tre energiegenfunksjonene for 1. eksiterte niva er dermed

Unetiotm = Aj1(4.49347/a)Yim (0, ¢),  m=—1,0,+1.

[Kommentar: For den kulesymmetriske boksen spiller det ingen rolle hvordan vi legger
det kartesiske aksekorset, bare vi legger origo i kulesentret.]

efra den oppgitte, “éndimensjonale” radialligningen for w,;(r) = rR,(r) vet vi at en-
ergien for en gitt [ er strengt stigende for gkende antall nullpunkter i intervallet 0 < r < a
(dvs for pkende radialkvantetall n,.). Den laveste energien for en gitt [ har vi da for n, = 0.
Samtidig ser vi fra den oppgitte tabellen at energien for en gitt [ (deriblant | = 0,1 og
2) er lavest for n = 1. Siden radialfunksjonene bade for grunntilstanden og 1. og 2. ek-
siterte niva har n =1, kan vi konkludere med at ingen av disse radialfunksjonene har
nullpunkter i intervallet 0 <r <a (n, = 0; minimal krumning).

c. eLaoss velge z-aksen normalt pa den sirkelformede “grunnflaten” i den halvsirkelformede
boksen, med origo i sentrum, slik at denne boksen blir rotasjonssymmetrisk mhp z-aksen.
Da vil alle egenfunksjonene 1),,;,,, for den kuleformede boksen oppfylle egenverdiligningene

for H, i og L. inne i boksen. De er ogsé lik null pa halvkuleflaten r = a. Da gjenstar
det bare a kreve at ¢ =0 for 6= %7‘(‘, som svarer til den nevnte “grunnflaten”. Dette
kravet oppfylles ikke av s-bglgene 1, ;-0 m=0. De neste kandidatene til bglgefunksjon for
grunntilstanden blir da ifglge tabellen i oppgaveteksten lgsningene for [ =1, og n =1,
som er proporsjonale med vinkelfunksjonene Y7,,. Av disse er det bare Yjy o cosf som
er lik null for 6 = %ﬂ'. Folgelig er bglgefunksjonen og energien for grunntilstanden for
den halvkuleformede boksen

(h - 4.4934)?

elra tabellen i oppgaveteksten ser vi at den fgrste kandidaten til 1. eksiterte niva for den
halvkuleformede boksen er nivaet for n=1 og [=2. Av de fem vinkelfunksjonene
Yo er det bare Y,y = F1/15/(87) sinf cosf e**® som er lik null for 6 = %’N. Vi kan
altsa konkludere med at energien og de to tilhgrende energiegenfunksjonene for 1. eksiterte
niva er

h-5.7635)> ‘
Epei1j=2 = (22) og Yn—1i=2.m=t1 = AJa(5.76357/a) sin @ cos § e,
a
Oppgave 3
Med Sop =2n( L ) (1) =1 Sy =1 i =ws
a. eMed X+ = §h 0 —1 0 - §hX+ og zX— = —§hX—, og med = WO,

er det lett a se at y4 er energiegentilstander:

Hy: =wS.xy = :I:%hw Xt-
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Energiegenverdiene er altsa

eh
Fy =+lhw=4+1¢B :
2 2 2mp

elor et B-felt pa 4 Tesla blir de to energiene

eh

Ey = j:%gB = j:%gB-l kjernemagneton ~ j:%-5.59~4-3.15-10_8 eV ~ £3.52:1077 eV.

2m,,

eVed overganger mellom de to tilstandene utveksles det da fotoner med energi hr =
E. —E_=704-10"7 eV, som svarer til en bglgelengde

N he 41361071 eVs-2.998 - 10° m/s

-~ ~ 1.76 m.
v hy 7.04-10-7 eV m

b. elfglge malepostulatet skal en maling av S, gi en av egenverdiene til S, og etterlate
spinnet i den tilhgrende egentilstanden. Da ma vi kontrollere at den oppgitte tilstanden
virkelig er en egentilstand til S:

s =100 0) ()2, e

Maleresultatet er altsa S, = —|—%h.
eMed a=b=1/v/2 finner vi fra den oppgitte formelen at spinnretningen og for-
ventningsverdien av S ved ¢t =0 er

(o) =6, og (S)y =6, sh.
efra den generelle formelen for tidsutviklingen av forventningsverdier finner vi at

d (A w

—(S,), == (|H,5.])=—(|5:,95.])=0.

i (8:) = ([H.8:]) = ([5,5])
Folgelig er forventningsverdien av S, konstant:

(S:),=(8:)y=0 (og (0.),=0).

c. eoFra dreieimpulsalgebraen og den generelle formelen for tidsutviklingen av forvent-
ningsverdier finner vi at

d w d w
%(th:%([Szvsﬂv”t:_w(‘gy)t 0og @(Syh:%“SZ’SZJ]%:W(SJ:%'
Herav fglger at
d? d 9
ﬁ< $>t:_w%<5y>t__w <Sﬂc>tv
med generell 1gsning
Sy ), = Asinwt + Becoswt  og S :—li S, ), = —Acoswt + Bsinwt.
t Yl t
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Innsetting for ¢ =0 gir
1
Eh =B 0og 0= —A7
slik at lgsningen er

(Sp), = shcoswt og (Sy) = ihsinwt.

Det vi ser her er at forventningsverdien (S), og dermed spinnretningen (o ), preseserer

omkring z-aksen, i henhold til formelen

d

%<S>t:wxs



