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Lgsninger
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Vi sier at tilstanden ¢ har spinn opp i z-retningen fordi den er en egentilstand med
egenverdi +h/2 for z-komponenten av spinnet, S, = (h/2)o,. Vi har at 0,9 = 1, og
derfor S,v = (h/2)4.
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Den fysiske tolkningen av at var(cy,) = 0, er at vi far samme verdi hver gang vi maler
oy. At dessuten (o) = 1, betyr at den verdien vi far hver gang vi maler oy, er 1. Altsa
er dette en tilstand som har spinn opp i y-retningen.

At var(oy) = 01 tilstanden 9, er matematisk sett det samme som at 1) er en egentilstand
for o,.



1c) Egenverdiene til L ? skrives som ((¢ 4 1)h?, egenverdiene til L, og S, skrives som myh
og mgh. Med hovedkvantetall n = 2 i hydrogenatomet kan vi ha:

£=0,my=0,ms;= i% (to tilstander), eller
{=1,my=-1,0,1, mg = j:% (seks tilstander).

1d) Omregning som trengs:

CrYn(0,¢) = —C\/8irsinc9(cosgo+isingp) =C'(z +1y) .
™

/3
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Tilstanden ® som det spgrres etter, skal inneholde en spinor med spinn langs y-aksen,
som vi kan hente fra punkt 1b) ovenfor.

Der altsa

Tilstanden ¥ med L, kvantisert til +//2 inneholder en faktor z+iy. I forhold til z-aksen
ligger x-aksen og y-aksen pa samme mate som z-aksen og x-aksen ligger i forhold til
y-aksen. Da trekker vi den slutningen at tilstanden ® med L, kvantisert til +//2 ma
inneholde en faktor z + ix. Bortsett fra en vilkarlig fasefaktor er tilstanden ® dermed

entydig fastlagt, vi har at
(1 r
b=—| . |(z+ir)e 22 .
S0

Det spgrres ikke i oppgaven etter a uttrykke ® ved de sfeerisk harmoniske, men vi kan
jo gjore det likevel:

3 r
o =-C/— 1 r (cos@ +isinfcosp)e 2a
160 \ 1

_ _o< 1 )— (5 ¥i000.0) +1 3= (Vi10.0) ~ Yia(0.)).

2a) Det er gkonomisk a skrive M = m;j + mg. Ellers er det rett fram a kommutere.

moply — m1p2x}

[z, pz] = {55‘1 — 29, 7

= = (maller, pua] — [ pua]) — (o, pae] — [, p22])

(ma(ih — 0) — m1 (0 — ih)) = ih .

S

mi1T1 + Moo

(X, Pr] = — oy Petpe
= = (mi((e1, pia] + [, poa]) + (o2, pre] + 2, pa]))
. % (ma (i + 0) + ma(0 + ih)) = ih .



[z, Py] = [21 — 22, D1z + P2z] = [T1,D12] + [T1, D22] — [22, P12) — [%2, P2s]
=ih+0-0—-1ih=0.

X, pa] = [mlxl + mara  MaP1y — M1P2
y Px i ) Vi
1 2 2
=2 (m1m2 (21, p12) — My (21, p2z] + M (22, P1a] — Mims [m,p%])
1 . .
=2 (myimgih — 0+ 0 —mymeih)) =0.

2b) Skriv M = my + msg. Vi kan uttrykke p; og pa ved P og p, det gir at

= mi = - . mo =
=gt P2="
Vi husker pa at P og p kommuterer, slik at P. P =p- P. Dermed har vi at
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2¢) Sett inn produktbglgefunksjonen ¢ (71, 7) = Yms(R) thre1(7) i den tidsuavhengige
Schrédinger-ligningen Hi = E1), og divider hele ligningen med 1. Det gir ligningen

B2 ym(R) | 7 tra(7)
IMipms(R)  2mirer(7)

+V(F) =E.

Energien F pa hgyre side av likhetstegnet skal veere en konstant. Venstre side avhenger

av R i forste ledd og av 7 i andre og tredje ledd. For at venstre side skal vaere konstant,

ma fgrste ledd veere lik en konstant, som vi velger a kalle Es, og summen av andre
og tredje ledd ma veere lik en annen konstant, som vi kaller E.q. Det gir ligningen

E = FEyps + Epq, samt de to tidsuavhengige Schrodinger-ligningene

2 - -
P s Vins () = Frns Yins ()

og
=2
p_ Q/)rel(r'?) + V(F) wrel (77) = Eral Q/)rel(r'?) .

Ligningen for tys(R ) er rett og slett ligningen for en fri partikkel, som har lgsninger for

enhver positiv verdi av energien Fs.

2d) Energiegenverdien F; for grunntilstanden i hydrogenatomet er relativenergien E.j, nar
vi bruker terminologien fra forrige punkt. Vi finner den ved a lgse Schrodinger-ligningen
for relativbevegelsen, der massen er den reduserte massen. Derfor er det den reduserte

massen som bestemmer energien.



2e)

Med to masser m; og mo er den reduserte massen

mims 1 mi
m=———=1m ~mp(l——].

mi + mg 1+% )

Nar mq er mye mindre enn ms, er massereduksjonen liten, den relative differensen
(m1 —m)/m er da omtrent m;/mg. For hydrogen, med m; = m. og mo = my, er

my 1 1
M .00054462 - =
ma ey ML 100054462 mn

e = 0,999 45568 m, .

For deuterium, med my = me 0og ma = mq =~ 2my, er

™ 000027244, m !

Reduksjonsfaktoren er 1/2 nar de to massene er like store, som for eksempel i positro-
nium. Det gjgr at grunntilstandsenergien er —6,8 eV i positronium, halvparten av de
—13,6 eV som gjelder for hydrogen.

Forholdet mellom den reduserte massen for deuterium og for hydrogen er

0,999 72763 m,
0,999 455 68 me

= 1,00027210 .

Forholdet mellom energinivaene i de to atomene er k, forholdet mellom frekvensene til
spektrallinjene er k, og forholdet mellom bglgelengdene er da

% =0,99972798 .

Bglgelenden til deuterium a-linjen er altsa
0,999 72798 x 656,28 nm = 656,10 nm .

Forskjellen mellom linjene til hydrogen og deuterium er 2,7 x 10~%. Den er bortimot 10
ganger Doppler-bredden for linjene i solspektret, og altsa godt synlig, nar bare spektro-
meteret har tilstrekkelig opplgsning.

Denne utregningen reduseres til hoderegning hvis vi sier at

%zi Mo Mo L
mp 20007 mq  2m, 4000
Da er
k:1+%zl+%§%1 Me _ Me g Me o0 1 100098
L+ms 1+ mp  2mp 2y 1000 |
og

1 1
Ewl—m—0,99975.



3a) Med ¢ = ¢p(z,t) = C e 0@ 8O 2+7() har vi at

oy (dp dy

at (W * a) v

g—i = (—2az+ 0B) ¢,
™y (—Qa + (—2ax + 5)2) Y = (4a”a’ — dafir + 5 — 2a)¢
Ox? ‘

Schrodinger-ligningen ser da slik ut:

. dg dy n’ 2 2 2 1 2.2
— T+ — =(-—=—(4 —4 + —2a) + = .
1h< ta: t)q/) < Qm(a:v afx + 0 a) Qmw P

Vi kan dividere hele ligningen med 1, og samle potensene av x, det gir ligningen

2 2 2 20022
<2h0‘ —lmw2>x2+(ih%—Qhaﬂ>x+ihd—’y+7h (B~ =20)
m

dt dt 2m

For at ligningen skal veaere oppfylt for alle verdier av z, méa koeffisienten for hver potens
av x veere 0, altsa

2 2 2 2032 _
2ha—1mw2:o, ih%—Qhaﬁ:O, ihd—’y h(6° — 2a)

m 2 dt m dt + 2m =0

Etter noe omforming gir det de tre oppgitte ligningene.

Merk: vi ma forutsette at o > 0. For o < 0 gir bglgefunksjonen ingen mening, fordi den
divergerer for sterkt i grensene x — £oo.

3b) Av koeffisientene «, 3 og 7 er « reell, mens 3 og v er komplekse. Da er
W)|2 _ w*w _ (C*e—ow?—l—ﬂ*;r—kw*)(c e—aa:2+,893+'y) _ |C‘2e—2a$2+(ﬂ+ﬂ*)$+7+v* ]
De oppgitte formlene gir at

B+ " =2axg (e*i“’t + ei“’t) = 4daxg cos(wt) ,

t t 2 : ;
Y+ = —i % +1 % - % (e’m“’t + e2“"t) = —axd cos(2wt)
= —axg (cos®(wt) — sin®(wt)) = —axd (2cos?(wt) — 1) .

Nar vi setter inn det, far vi at

_ _ 2 2
‘¢|2 — ‘C|26 2a(x—mo cos(wt))*+ax ]



3c) I folge derivasjonen vi gjorde under punkt 3a) er

Z W _ —ih(=2ax 4+ B) 9 .
i Oz

Det gir, i fglge den oppgitte definisjonen av (p), at

(p) = —ih(=2a (z) + ) = —ih(—2axq cos(wt) + 2azge )
= —ih(—2iaxgsin(wt)) = —2haxg sin(wt) = —mw g sin(wt) .
For & beregne (p?) viser vi ogsa til derivasjonen under punkt 3a). Vi har at
00 821/) ()
(p?) = / dz " (—h?) a7 = —h2/ dz " (40’ 22 — 4afx + (% — 20)
oo x oo
= —h%(4a? (z%) — 4af (z) + 3% — 20) .
Det forer fram a ga direkte lgs pa dette uttrykket, men vi kan spare arbeid ved &

omforme litt, og sa bruke oppgitte resultater, foruten det resultatet vi nettopp regnet
ut. Vi har at

%) = —n*(4a® ((2?) — ()°) + (=20 {z) + B)* - 20)
= —R? (4a2 i + (—2iaxg sin(wt))? — 2a>

h
= 4h*a? 56‘02 sin? (wt) + ha = m*w? a:02 sinQ(wt) + % .

Selvsagt er forventningsverdiene (p) og (p?) reelle. Det mé de vaere, siden p og p? er
Hermiteske operatorer.
3d)
h hmw
Ar = /— Ap = ——.
* 2mw b 2

For det fgrste ser vi at usikkerhetene Ax og Ap er tidsuavhengige. Det er visst bare
potensialet for en harmonisk oscillator som er slik at det finnes lgsninger av den tidsav-
hengige Schrodinger-ligningen med bade Az og Ap tidsuavhengige.

For det andre ser vi at Heisenbergs usikkerhetsrelasjon er oppfylt som en likhet,
h
Ax Ap = 5

mens det som gjelder for en vilkarlig tilstand, er ulikheten Ax Ap > h/2. Derfor kaller
vi den koherente tilstanden for en minimum usikkerhetstilstand.

Forventningsverdien av energien er

2
1
(H) = _(2pm> + imw2 (z?)
1 h
=3 mw? xd sin?(wt) + Iw + 3 mw? xd cos?(wt) + Iw
1 h
=3 mw? 1‘02 + Tw .



3e)

Den er tidsuavhengig, selv om forventningsverdiene av p? og 22 er tidsavhengige hver for
seg. Dette er et sa fundamentalt resultat at hvis vi fant en tidsavhengig forventningsverdi
(H), sa kunne vi si umiddelbart at vi hadde regnet feil.

Vi vet nemlig at nar Hamilton-operatoren H ikke er eksplisitt tidsavhengig, sa er ener-
gien bevart. Det gjelder i kvantemekanikken, som det gjelder i klassisk mekanikk.

En bevegelseskonstant i kvantemekanikken er pr. definisjon en observabel A som har
tidsuavhengig forventningsverdi (A) i enhver tilstand. Og hva er betingelsen for det?
Jo, for en operator A som ikke er eksplisitt tidsavhengig, gjelder at

d i
Z(A) = =
d1t<> h

En observabel A er fglgelig en bevegelseskonstant nar den kommuterer med H.

([H,A]) .

Siden H kommuterer med seg selv, er den en bevegelseskonstant.

Her er et bevis for formelen ovenfor. I Dirac-notasjon har vi at forventningsverdien av
A i en tilstand |¢) er

(4) = (W]AY) .
Tidsderivasjon gir at

5 = (F1) A0) + i (%w) = (3 wlH) Aw) + wld (~1 Bl

= (H, 4]

= (A~ AH)Jy) =

Vi bruker den tidsavhengige Schrodinger-ligningen for tilstanden [¢),

d
ih — = H|y) .
ih = ) = H|y)
Hermitesk konjugering av den gir at

d

T
—in 5l = (i 10) = () = (1

Den koherente tilstanden ligner maksimalt pa en klassisk tilstand ved at den til enhver
tid har et minimalt usikkerhetsprodukt Ax Ap. Av uttrykket for |1|? ser vi at vi har
en Gaussisk bglgepakke som ved tiden t har sitt topp-punkt i posisjonen xg cos(wt).
Bglgepakken oscillerer fram og tilbake, uten a spre seg utover, pa samme mate som den
klassiske oscillatoren oscillerer, og med den samme frekvensen.

Hvis den klassiske harmoniske oscillatoren har posisjonen x(t) = z( cos(wt) ved tiden
t, sa har den hastighet v(t) = (d/dt)z(t) = —wzpsin(wt) og impuls p(t) = mo(t) =
—mwzgsin(wt). Energien ved tiden ¢ er da

2
E(t) = % + %muﬂ(l‘(t))2 = %mw2 zl.

Den er igjen tidsuavhengig. Forventningsverdien (H) for en koherent tilstand til den
kvantemekaniske oscillatoren er lik den klassiske energien pluss nullpunktsenergien hw /2.



