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Tillatte hjelpemidler: Kalkulator, matematiske tabeller.

Alle deloppgaver teller likt ved sensuren.

Noen nyttige konstanter:
Lyshastigheten i vakuum: c=299792458 m/s
Den reduserte Plancks konstant: A = 1,055 x 10734 Js

Oppgave 1:

En partikkel med masse m beveger seg i en dimensjon. Tilstanden til partikkelen beskrives ved
en bglgefunksjon ¢ = ¢)(z), der argumentet x er posisjonen. For en normert bglgefunksjonen
1 gjelder at

| @ =1, (1)

Vi bruker her den samme notasjonen x bade for argumentet i bglgefunksjonen og for posi-
sjonsoperatoren, som transformerer en bglgefunksjon v over i en annen bglgefunksjon ¢ = z
definert ved at ¢(x) = z(z).
Impulsen (bevegelsesmengden) til partikkelen representeres ved derivasjonsoperatoren
ko d
P=T%w

Den Hermitesk konjugerte At til en operator A defineres ved at

o o

[ dwralo) = [ de a0y

—00 — 0o

for to vilkarlige bolgefunksjoner v og ¢. Vi sier at A er Hermitesk hvis AT = A.

a) Vis at posisjonsoperatoren x og impulsoperatoren p begge er Hermiteske operatorer.

b) Kommutatoren mellom to operatorer A og B defineres som [A, B] = AB — BA.
Utled den kanoniske kommutasjonsrelasjonen [z, p| = ih.
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Hamilton-operatoren for en endimensjonal harmonisk oscillator med vinkelfrekvens w er
1 1
H=—p*+ =mw?a?.
am VT3

En karakteristisk lengde for oscillatoren er

Nar vi definerer operatoren

_L<E+€)_L<E+gi>
T R\eTRY) T B\ T A )

sa er
aT_L(E_if >_L<E_gi>
BV AV A N AV T A
c) Vis kommutasjonsrelasjonene [H,a] = —hwa og [H,a'] = hwa.

Bruk dem til & vise at hvis ¢ er en egentilstand for H med egenverdi F, altsa

Hy = EY,
sa er 1, = a) og U = aly) begge egentilstander for H med egenverdier henholdsvis
E,=F—-hvogEy,=F+ hw.
d) Grunntilstanden til oscillatoren, 1y, ma vaere lgsning av ligningen ay = 0. Hvorfor?

Vis at

2

Yo(x) =Ce |
der C og «a er konstanter. Uttrykk a ved den karakteristiske lengden £.
Hva er energien Fy i denne tilstanden?

Vi kan her se bort fra normeringsbetingelsen, ligning (1), og sette C' = 1.

e) Finn ogsa de to forste eksiterte tilstandene v; = alvy og 12 = aTyy = (ab)ey.
Hva er de tilsvarende energiene E; og Fy?

Det forlanges ikke her at bglgefunksjonene 11 og 1o skal normeres.

f) Hvis ¥(—x) = nv(x), der n er et tall, sier vi at tilstanden 1 har paritet 7.
Hyvilke verdier er mulige for pariteten n? Begrunn svaret.

g) Hva er paritetene til ¥y, 11 og 12, de tre laveste energiegentilstandene til den harmoniske
oscillatoren?
Hva er pariteten til ,,, den n-te eksiterte tilstanden til den harmoniske oscillatoren?
Begrunn svaret.

h) Finnes det bglgefunksjoner som ikke har noen bestemt paritet?

Finnes det energiegentilstander til den endimensjonale harmoniske oscillatoren som ikke
har noen bestemt paritet? Begrunn svaret.
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Oppgave 2:

En partikkel med masse m beveger seg i tre dimensjoner. Den potensielle energien til partik-
kelen i posisjonen  er gitt ved det tredimensjonale harmoniske oscillator-potensialet

1 1
V=V(yz=V(r= 3 mw? (2 +y* + 2%) = 3 mw?r? .

Polarkoordinatene (r,0,¢) er definert ved at
x =rsinfcos p , y=rsinfsingp , z=rcosf .

Hamilton-operatoren for partikkelen er

h2

_ 2
=5V V.

H

a) Den tidsuavhengige Schrédinger-ligningen

Hy = Ev (2)
har et fullstendig sett av Igsninger pa formen
(7)) = Y(z,y,2) = f(x) g(y) h(2) - 3)

Hvilke ligninger méa funksjonene f(x), g(y) og h(z) oppfylle?
Hva er sammenhengen mellom energinivaene til en harmonisk oscillator i en dimensjon
og i tre dimensjoner?
b) Finn energien E for grunntilstanden og for fgrste eksiterte tilstand.
Er noen av de to laveste energinivaene degenererte?

I sa fall, hva er degenerasjonen (hvor mange tilstander er det som har samme energi)?

¢) Den tidsuavhengige Schrodinger-ligningen (2) kan lgses ved separasjon av variable ogsa
nar vi bruker polarkoordinatene r, 6, ¢. Da skriver vi

¢(77) = w(r? 9? 90) = R(’I”) Yvﬂmz(g? 90) .

Her er Y, (6, ¢) en sfeerisk harmonisk funksjon, definert ved at

LY, = 0L+ DR Yo, Lz Yo, = mghY¥om,
der L, er z-komponenten av dreieimpulsen,
h 0
L=~
idp

mens L 2 er lengden i kvadrat av dreieimpulsen,

- 0? 0 1 92
P22 (2 qyeotg L 4 — )
(8«92 oo 00 + sin?6 8g02>

Hyvilke verdier kan kvantetallene ¢ og m, ha?
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d) Radialfunksjonen R(r) ma oppfylle ligningen

{ 72 <d_2+gi_£(€—;1)>—I—lmeTQ}R(T):ER(T)-

Com \dr2 T rdr r 2

Vis at nar du velger passende verdier for konstantene 3 og -, sa er

2

R(r) = Ro(r) =
en lgsning for ¢ = 0, mens ,

R(r)=Ry(r)=re "
er en lgsning for ¢ = 1.

Finn de tilsvarende energiene Ey og F1.

e) De sfeerisk harmoniske funksjonene med ¢ =0 og ¢ =1 er

/1
YOO(QaSO) = E )
/3 . ;
Y11(0,p) = — g sinf e,
T
/3
Y10(07§0) = E COSH’

3 .
Yi—1(6,¢) = o sinfe ¥ .

Kan noen av de fire bglgefunksjonene

Yo = e P Yoo(0, )
Y =re " Y9, ),
Yy = 1e Yig(0, )
3 = re 1 Yi-1(6,¢) .

faktoriseres som i ligning (3)7

Hvis noen av dem ikke kan faktoriseres, kan du lage lineserkombinasjoner av dem slik
at du far nye bglgefunksjoner som kan faktoriseres?



