Lgsning til gving 2 for FY1004, hgsten 2007

Kepler-problemet (I)

2)

Skriv ut eksplisitte uttrykk for de tre komponentene Lz, Ly og L. til dreieimpulsen L.
(Hvis du tviler pa at 7 - L=0 ogp- L= 0, sa sjekk ved eksplisitt utregning at det stemmer!)

[_; =TXp= (x€x+y€y+zgz) X (pxgx+pygy+ngz)
= TPy €y X Ep + XDy €y X €y + TP, €y X €,
+Ypz €y X €x + Ypy €y X €y + YD, €y X €,
+2pp €, X € + 2py €, X €y + 2p, €, X €,

= (ypz - Zpy) € + (Zpa: - xpz) gy + ($py - yp:v) € .

Altsa er Ly = yp, — 2py, Ly = 2ps — xp; 0g L, = xpy — Ypa.
At (for eksempel) 7+ L = 7+ (7 x ) = 0, kan vises ved direkte utregning:

- E =xL, + yLy +zL, = m(ypz - Zpy) + y(Zpa: - xpz) + Z(l‘py - yp;r) =0.

Eller vi kan bruke generelle regneregler, nemlig den sykliske symmetrien til trippelpro-
duktet:

A- (Bx(C)=C-(AxB),
og antisymmetrien til kryssproduktet:

— —

AxB=-BxA ,
som impliserer at Ax A=—Ax A, og dermed Ax A=0.Vifar at
7 (Fxp)=p-(Fx7)=p-0=0.
Vis at L er en bevegelseskonstant i Kepler-problemet, det vil si at alle komponentene L., Ly og L. er bevegel-
seskonstanter.
Hint: Vis at den tidsderiverte dL/d¢ er lik null.

—

Vi bruker den vanlige produktregelen for derivasjon av vektorproduktet L=rx ., Og
far at

dL  dF dp k k
E:d—:;xﬁ—kfxd—f:ﬁx(mﬁ)ﬁ—v?x <ﬁf):m(6xﬁ)+ﬁ(v7xf):0.

Dette regnestykket viser forgvrig at L eren bevegelseskonstant for et vilkarlig radielt
kraftfelt, altsa et kraftfelt der kraften K alltid er radiell (rettet langs 7), uavhengig av
hvordan |K| varierer med avstanden.

Vis at €. og €, er ortogonale, og at €. X &, = €, (husk at € X &, = —€y X € = &).
Ortogonaliteten:

— —

€ - €y, = (cospéy +sinpéy) - (—sinpé, + cospéy)
= (cospéy) - (—sinpéy) + (cospéy) - (cos péy)
+(singey) - (—sinpéy) + (sinpéy) - (cospéy)
= —cospsinp +0+0+sinpcosp =0.



Vektorproduktet:

€r X €, = (cospéy +sinpéy) x (—sinpey, + cospé)
= (cospéy) X (—sinpéy) + (cospéy) x (cospey)
+(sinpeéy) x (—singeé,) + (sinpéy,) x (cos pé)
= 0+ cos?pé, —sin®p(—€,) +0=¢, .

Vis at
L dr de
VRt e
og at
_2dy
z =mre —
dt

Den siste ligningen er spesielt nyttig fordi vi allerede vet at L, er konstant.

Vi bruker igjen produktregelen for derivasjon til & tidsderivere 7= r €,.. Vi far at

17_@_ﬁg —I—rd—a—ﬁeﬁ —i—rdgrd—so—gé —I—rd—goé
Codt dt " dt  dt " de dt  dt " dt *-°
Videre har vi at
- d d
L:Fx(mﬁ):mrérx<d—Z€r+Td—f5¢)
dr ., dp R dp
= mr (a (€ x er)—i-?“E(er X e¢)> :mTZEez.

Helt generelt kan vi dekomponere en vektor A enten etter de ortogonale enhetsvektorene

€z, €y 0g €, eller etter de ortogonale enhetsvektorene €., €, og €, slik:
A=A, 8 + A e+ A8 =A & +AE,+ A€, .

Vi ser altsa at L, =0, L, =0, L, =0, L, =0 og

Vis at

Fordi €, og €, er ortogonale enhetsvektorer, fplger det direkte av ligningen

. drﬁ+ do |
UV=—¢€ +7r——¢€
dt " dt %’

sammen med ligningen L, = mr?dy/dt, at

-(§) () - (§) v
~\a "ar) T \w mer?

v =7-

<L



