
Løsning til øving 6 for FY1004, høsten 2007

a) Vis at
∫

∞

−∞

dx e−x2

=
√
π .

Hint: Bruk at

(
∫

∞

−∞

dx e−x2

)2

=

(
∫

∞

−∞

dx e−x2

)(
∫

∞

−∞

dy e−y2

)

=

∫

∞

−∞

dx

∫

∞

−∞

dy e−(x2+y2) ,

og beregn dobbeltintegralet ved å transformere til polarkoordinater i planet.

Polarkoordinatene (r, ϕ) i planet er gitt ved at x = r cosϕ, y = r sinϕ. Det gir at

∫ ∞

−∞
dx

∫ ∞

−∞
dy e−(x2+y2) =

∫ 2π

0
dϕ

∫ ∞

0
dr re−r

2
= 2π

∫ ∞

0
dr re−r

2
= −πe−r

2 |∞0 = π .

Det kan ogs̊a vises at for en vilk̊arlig reell konstant a er

∫ ∞

−∞
dx e−(x+ia)2 =

√
π .

Her er beviset. Funksjonen f(z) = e−z
2
er en analytisk funksjon av z i hele det komplekse

planet. Da er integralet av den rundt en vilk̊arlig lukket kurve C lik null,

∮

C
dz e−z

2
= 0 .

N̊a velger vi den lukkede kurven C som et rektangel. Først integrerer vi langs den reelle
aksen, med z = x og x reell, det gir et bidrag til kurveintegralet som er lik

∫ ∞

−∞
dx e−x

2
=

√
π .

Dernest integrerer vi parallelt med den imaginære aksen, fra z = +∞ (dvs. z reell og
vilk̊arlig stor) til z = +∞+ ia, det gir null bidrag til kurveintegralet, fordi integranden
e−z

2
er null (mer presist: e−z

2 → 0 n̊ar z = x + iy, x og y er reelle, 0 ≤ y ≤ a eller
0 ≥ y ≥ a, og x→ ∞). Videre integrerer vi over en uendelig lang rett linje parallelt med
den reelle aksen, fra z = ∞ + ia til z = −∞ + ia, det gir et bidrag til kurveintegralet
som er lik

∫ −∞

∞
dx e−(x+ia)2 = −

∫ ∞

−∞
dx e−(x+ia)2 .

Til slutt integrerer vi parallelt med den imaginære aksen, fra z = −∞+ia og tilbake til
utgangspunktet z = −∞, det gir ogs̊a null bidrag til kurveintegralet, fordi integranden
er null. Alt i alt gir det at

√
π −

∫ ∞

−∞
dx e−(x+ia)2 = 0 .
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b) En partikkel har masse m og beveger seg i en dimensjon, slik at posisjonen er gitt ved en koordinat x. Bølge-
funksjonen ψ(x) tolkes slik at |ψ(x)|2 dx er den infinitesimale sannsynligheten for å finne partikkelen mellom x

og x+ dx.

I det følgende setter vi

ψ(x) =
1

√
σ

4
√

2π
e
−

x
2

4σ
2 , (1)

der σ er en positiv konstant. Vis at den totale sannsynligheten er lik 1, dvs. at
∫

∞

−∞

dx |ψ(x)|2 = 1.

Beregn forventningsverdien av x, definert som

〈x〉 =

∫

∞

−∞

dx x |ψ(x)|2 ,

og variansen av x, definert som
var(x) = 〈(x− 〈x〉)2〉 = 〈x2〉 − 〈x〉2 .

Vi definerer usikkerheten i x, ∆x, ved at var(x) = (∆x)2.

Normeringsintegralet er
∫ ∞

−∞
dx |ψ(x)|2 =

1

σ
√

2π

∫ ∞

−∞
dx e−

x2

2σ2 .

Vi innfører en ny integrasjonsvariabel u = x/(
√

2σ), og f̊ar at
∫ ∞

−∞
dx |ψ(x)|2 =

1√
π

∫ ∞

−∞
du e−u

2
= 1 .

Forventningsverdien av x er

〈x〉 =

∫ ∞

−∞
dx x |ψ(x)|2 =

1

σ
√

2π

∫ ∞

−∞
dx x e−

x2

2σ2 = − σ√
2π

e−
x2

2σ2 |∞−∞ = 0 .

At integralet er null, kan vi se uten å regne det ut, fordi integranden er antisymmetrisk
om x = 0, slik at bidragene fra negative og positive verdier av x summeres til null.

Variansen av x er, n̊ar 〈x〉 = 0,

var(x) = 〈x2〉 =
1

σ
√

2π

∫ ∞

−∞
dx x2 e−

x2

2σ2 .

Dette integralet kan løses ved delvis integrasjon (la f(x) = x, g(x) = x e−
x2

2σ2 , deriver
f(x) og integrer g(x)). Men en enklere metode er følgende. La λ > 0, og definer

F (λ) =

∫ ∞

−∞
dx e−λx

2
=

1√
λ

∫ ∞

−∞
du e−u

2
=

√
π√
λ
.

Den deriverte med hensyn p̊a λ er da

F ′(λ) = −
∫ ∞

−∞
dx x2 e−λx

2
= −

√
π

2λ
3
2

.

Følgelig er
∫ ∞

−∞
dx x2 e−

x2

2σ2 =

√
π(2σ2)

3
2

2
=

√
2π σ3 ,

og
var(x) = σ2 .
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c) Den Fourier-transformerte bølgefunksjonen

φ(k) =
1√
2π

∫

∞

−∞

dx e−ikxψ(x)

er en funksjon av bølgetallet k. N̊ar vi setter inn ψ(x) fra ligning (1), f̊ar vi at

φ(k) =
1√
2π

1
√
σ

4
√

2π

∫

∞

−∞

dx e
−ikx− x

2

4σ
2 .

Vi kan løse integralet ved hjelp av formlene fra punkt a), og ved hjelp av følgende omskriving av eksponenten:

−ikx− x2

4σ2
= − 1

4σ2
(x+ 2iσ2k)2 − σ2k2 .

Vis at det gir

φ(k) =

√
2σ

4
√

2π
e−σ2k2

.

Kontroller at formelen for den inverse Fourier-transformasjonen stemmer, nemlig at

ψ(x) =
1√
2π

∫

∞

−∞

dk eikxφ(k) .

Vi har at

φ(k) =
1√
2π

1√
σ 4
√

2π

∫ ∞

−∞
dx e−

1
4σ2 (x+2iσ2k)2 e−σ

2k2
.

Her setter vi inn u = x/(2σ), og f̊ar at

φ(k) =
1√
2π

1√
σ 4
√

2π
e−σ

2k2
2σ

∫ ∞

−∞
du e−(u+iσk)2 =

√
2σ

4
√

2π
e−σ

2k2
.

Den inverse Fourier-transformasjonen ser da slik ut:

ψ(x) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
dk eikxφ(k) =

1√
2π

√
2σ

4
√

2π

∫ ∞

−∞
dk eikx−σ2k2

=
1√
2π

√
2σ

4
√

2π

∫ ∞

−∞
dk e−(σk−i x

2σ
)2 e−

x2

4σ2 .

Her setter vi inn v = σk, og f̊ar tilbake den bølgefunksjonen vi startet med,

ψ(x) =
1√
2π

√
2σ

4
√

2π
e−

x2

4σ2
1

σ

∫ ∞

−∞
dv e−(v−i x

2σ
)2 =

1√
σ 4
√

2π
e−

x2

4σ2 .
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d) Vis at
∫

∞

−∞

dk |φ(k)|2 = 1.

Vi tolker |φ(k)|2 dk som sannsynligheten for at bølgetallet er mellom k og k + dk.

Beregn forventningsverdien av k, definert som

〈k〉 =

∫

∞

−∞

dk k |φ(k)|2 ,

og variansen av k, definert som
var(k) = 〈(k − 〈k〉)2〉 = 〈k2〉 − 〈k〉2 .

Vi definerer usikkerheten i k, ∆k ved at var(k) = (∆k)2.

Normeringsintegralet for φ(k) er

∫ ∞

−∞
dk |φ(k)|2 =

2σ√
2π

∫ ∞

−∞
dk e−2σ2k2

=
2σ√
2π

1√
2σ

∫ ∞

−∞
dv e−v

2
= 1 ,

n̊ar vi bytter integrasjonsvariabel fra k til v =
√

2σk.

Forventningsverdien av k er null, fordi vi f̊ar et antisymmetrisk integral,

〈k〉 =

∫ ∞

−∞
dk k |φ(k)|2 =

2σ√
2π

∫ ∞

−∞
dk k e−2σ2k2

= 0 .

Og variansen av k er, idet 〈k〉 = 0,

var(k) = 〈k2〉 =

∫ ∞

−∞
dk k2 |φ(k)|2 =

2σ√
2π

∫ ∞

−∞
dk k2 e−2σ2k2

=
2σ√
2π

√
π

2(2σ2)
3
2

=
1

4σ2
.

e) Beregn ∆x∆k.

Impulsen til partikkelen er p = h̄k, i følge deBroglie. Beregn ∆x∆p, og sammenlign med Heisenbergs usikker-
hetsrelasjon,

∆x∆p ≥ h̄

2
.

Kommentar?

Vi har at

∆x = σ , ∆k =
1

2σ
, ∆p = h̄∆k =

h̄

2σ
, ∆x∆k =

1

2
, ∆x∆p =

h̄

2
.

For en slik Gaussisk bølgefunksjon er Heisenbergs usikkerhetsrelasjon oppfylt ikke som
en ulikhet, men som en likhet.

Dette er alts̊a en bølgefunksjon med minimum usikkerhet. Det vil si at den har minimal
∆p for en gitt ∆x, eller omvendt, den har minimal ∆x for en gitt ∆p.
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