Lgsning til gving 8 for FY1004, hgsten 2007

Vi tar for oss en partikkel med masse m i en endimensjonal boks med lengde L. For 0 < z < L gjelder den stasjonzere
Schrédingerligningen

K2 42
———w:EdM (1)

2m dz?

der E er energien. Bglgefunksjonen 1 = 9 (x) skal oppfylle randkravene (0) = ¢ (L) = 0.
Lgsningene av Schrodingerligningen med randkrav er de stasjonere tilstandene (energiegentilstandene)

Yn(z) = \/% sin(%) for n=1,23,..., 2)

med de tilhgrende energiene

2 2h2
E,=2"" _n2g . (3)
2m

a) Vis at energiegenfunksjonen 1, gitt i ligning (2) er korrekt normert, altsa at

L
/ dz \wn($)\2 =1.
0

Vis ogsa at energiegenfunksjonene 1; og 1, med j # n er ortogonale, det vil si at
L L
/ dz ;" hn = / dz (¢ (x))* Yn(x) =0.
0 0

Hint: Du kan for eksempel bruke de trigonometriske identitetene
cos(u +v) = cosu cosv Fsinu sinv sin(u + v) = sinw cosv + cosu sinwv ,

som gir, blant annet, at

cos(u —v) — cos(u + v)

sinu sinv =
2
Eller du kan bruke at . . . .
elu + eflu . elu _ eflu
cosy = —— SIMU = ———
2 2i

og omforme et produkt av trigonometriske funksjoner til en sum av komplekse eksponensialfunksjoner.

Normeringsintegralet (vi substituerer u = z/L):

L L 2 1
/ dz [ihn(2)* = / dz — SiDZ(w) = 2/ du sin®(nmu)
0 0 L L 0

— (22)2 /1 du (einfru _ efinﬂu)2 — _% /1 du (ei2n7ru —24 efi2n7ru)
1 0 0

En snarvei til svaret er det faktum at funksjonen sin? oscillerer mellom 0 og 1, og

middelverdien over en hel periode er 1/2. Lengden av integrasjonsintervallet (med z
som integrasjonsvariabel) er L, derfor blir integralet av sin? lik L /2.



Ortogonalitet for j # n:

L 1
/ dz ¢ ¢n = / dr — sm< ) sin <nzx> = 2/ du sin(jmu) sin(nmu)
0 0
_ ijmu _ _—ijmu intu _ _—inmu
_(21) /d“( e ) (e — i)
— ; du ( i(j+n)ru ei(jfn)fru o efi(jfn)ﬂu + efi(jJrn)fru) —0.

C) Den mest generelle tidsavhenginge bglgefunksjonen for partikkelen i boksen er

oo
W(e,t) =Y an pn(w)e o0t (4)
n=1
der
FEn n2m2h 2
n == o T
og der koeffisientene ai,asg,...,an,... er komplekse tall som oppfyller normeringskravet
oo
E lan]? =1.
n=1

Vis at ¥(x,t) er normert til ethvert tidspunkt ¢, det vil si at

L
/ de |¥(z, )2 =1.
0

Vi ma se neermere pa absoluttkvadratet av ¥(x,t):

‘\I/(x,t)|2 = (U(x,t))" ¥ Za ¢g )* olWi ) (i an Un () eiwnt>
n=1
=3 af an (¥(2))* () 1@t

j=1n=1

Generelt gjelder at et produkt av to summer blir en dobbeltsum,
sa)(£8) -2 (2] 5T (T,
J n n i n J
=D > ABu=)_ > ABy

Som regel tar vi oss friheter nar det gjelder a bytte om pa rekkefglgen av to summa-
sjonstegn.

I en endelig sum kan vi alltid bytte om pa summasjonsrekkefglgen, vi far samme resultat
enten vi summerer i den ene eller andre rekkefglgen.

I uendelige summer, derimot, hender det at denne regelen ikke gjelder. For eksempel er

n—1

i%zan

n=1



nar vi summerer i den <naturliges> rekkefglgen

1 1 1 1

5737175

Summerer vi alle de positive leddene fgrst, far vi

U 11 1 VRS S .,
375 2 16 TP T -
Summerer vi alle de negative leddene forst, far vi
S PN IS WL
_______ — — e = —00 — — e = —00 .
2 4 6 3 5 3 5

Og summerer vi i andre rekkefglger, kan vi fa hva vi matte gnske mellom —oo og +o0.

Det matematiske teoremet som vi har bruk for, er at vi kan bytte fritt om pa summa-
sjonsrekkefglgen i en uendelig sum hvis den er absolutt konvergent, det vil si, hvis vi far
en konvergent sum nar vi tar absoluttverdien av hvert ledd i summen,

Tilsvarende regler gjelder for ombytting av integrasjonsrekkefglgen i et dobbeltintegral,
eller for ombytting av rekkefglgen nar vi bade summerer og integrerer.

I vart eksempel her har vi integralet av en dobbeltsum, og vi tar oss den friheten &
bytte om slik at vi integrerer fgrst og dobbeltsummerer etterpa. Ortogonaliteten av
energiegenfunksjonene 1, reduserer dobeltsummen til en enkeltsum. Denne maten &a
regne pa gir at

/L dz [U(z,t)]* = /L dz i ia*a (1 (2))* thn () 1@t
0 ’ o § Un \¥j n

j=1n=1

Anta at a3 = a4 = ... =0 i lineserkombinasjonen (4), slik at

U(x,t) = ar 1 (z) e 10 4 ag iho(a) e 102t

med |a1|? + |az|? = 1. Beregn forventningsverdien av posisjonen x, definert som

L
(z) = / dz z |¥(x,t)|? .
0

Beregn ogsa forventningsverdien av 22,

L
@%=/dmﬂwmw,
0

og variansen av x,

var(z) = {(@ — (@))?) = () - ()2 .

For hvilke verdier av de komplekse koeffisientene a1 og a2 er forventningsverdien og variansen av x

tidsuavhengige?



Forventningsverdien av x er

/ dz x |V(x,t)] / dxfCZZa an (V¥ (z wn(x)ei(wj—wn)t

j=1ln=1

2
a elwj—wn)t / dz z I sm(‘]ZJ:)sin(?)

2
2

Z , elwj—wn)t 2L/ du u sin(jmu) sin(nmu)
2

Il
”M“ I Mw I Mw

7 an elws—wn) L/ du u [cos((j — n)mu) — cos((j + n)mwu)] .

I tilfellet 7 = n har vi at

1 1 1
/ du u cos((j —n)mwu) = / duu==.
0 0 2

Ellers far vi ved delvis integrasjon, for k=35 —n # 0 eller k =j+n > 0, at

1 u sin(kmu) |* 1 /1 cos(kmu) |*
d fru) = LT 2y sin(kru) = SO0
/0 u u cos(kmu) - - kﬂ/o u sin(kmu) IR
~cos(km) =1 (=1)F -1
(k)2 (km)?
For j=n=10gj=n=2gir det at
1 1
/ du u [cos((j — n)mu) — cos((j + n)mwu)] = 3
0
For j =1, n=2o0gfor j =2,n =1 gir det at
! . , 2 2 16
/0 du u [cos((j — n)mu) — cos((j + n)mwu)] = — + 92 = 9.2
Folgelig,
L 16L - -
() = (Jaa + laal?) £ — 208 (a5 gy eilr—2) | g3 4, QHea—e)t] |

2 on2

Siden |a1]? + |ag)? = 1, kan vi innfgre vinkler o, 31 og 32 og skrive

a; = cos el , ag = sin ael®?
Det gir at
(z) = £ _ ﬂ cos « sin a (ei[(wl—W2)t—ﬂ1+ﬂ2] + ei[(wQ—w1)t+ﬂ1—ﬁ2})
2 972
L 16L .
=3 92 sin(2a) cos((w1 — wa)t — B1 + B2) .



Forventningsverdien av x? beregnes pa tilsvarende mate:
L
(@) = / dz 22 [U(, 1))
0

23 * i(wj—wn)t L 2 2 jﬂ-aj . nmx
:ZZajane /0 dz = Zsm T SIHT

j=1n=1
2 2 ] 1
= Z Z aj an, elwi—wn)t 912 / du u? sin(jru) sin(nmu)
j=1n=1 0
2 2 ) 1
= Z Z aj an elws—wn)t L2/ du u? [cos((j — n)mu) — cos((j + n)wu)] .
j=1n=1 0

I tilfellet 5 = n har vi at

1 1 1
/ du u? cos((j — n)ru) = / duu® = - .
0 0 3

To ganger delvis integrasjon gir for k # 0 at

1 2 gin(k 1 1/l
/ du u? cos(kmu) = u” sin(kru) - —/ du 2u sin(kmu)
0 km km 0

u=0

2 1
= ——/ du u sin(kmu)
km Jo

2 ! 2 1
M — W/O du COS(IC?TU)

(k‘”ﬂ)2 u=0
_ 2u cos(kmu) ! _ 2sin(kmu) !
N (km)2 1,0 (km)3 1,0

2cos(km)  2(—1)F
(km)?— (km)?

For j=n=10gj=n=2gir det at

! ) . 1
/0 du u? [cos((j — n)mu) — cos((j 4 n)mu)] = 3T @

For j =1, n=2o0gfor j =2,n =1 gir det at

2 2 16

1
| feos(( = mymu) — cos((G + )] = =5+ 55 = =5

Med |a1|? = cos? a = (1 + cos(2a))/2 og |az|? = sin? a = (1 — cos(2a))/2 far vi at

L2 L2 L2 L2 1 L2 . .
<1‘2> = <— — —) |a1‘2 —+ <— I ‘a2|2 _ ;_2 [QT as el(w17w2)t + a; a1 e1(w2*w1)t]
T

3 272 3 82
L?  L2(5+ 3cos(2a 16L% .
=5 - ( o7 (20)) _ = sin(2a) cos((wy — wa)t — B1 + Fa) .



Variansen blir da

var(z) = (z%) — (z)?
L?  L%*(5+3cos(2a)) 256L2

=I5 T ~ S sin%(2a) cos?((wy — wa)t — By + Bo)

Vi ser at forventningsverdien og variansen av x er tidsuavhengige hvis og bare hvis
enten a; = 0 eller ao = 0. I begge disse tilfellene er tilstanden en energiegentilstand,
enten Yy eller 11, det vil si at den er stasjoneger, og dermed er alle forventningsverdier
tidsuavhengige.

e) Impulsen til partikkelen, i en dimensjon, representeres i kvantemekanikken ved derivasjonsoperatoren

o o
2 __ip 2.
ox !

h
i ox

p=-

La ¥(x,t) veere den samme tidsavhengige bglgefunksjonen som ovenfor, under punkt d), og beregn forventnings-
verdien av impulsen p, definert som

v v O (z, 1)
():/ dz ¢~ \Il:/ dz (¥(z,t))* [ —ih ———= ).
N (20

Beregn ogsé forventningsverdien av p?,

L L
<p>:/ az wﬁw:/ dz (W(z,1)" (( in)? ”7(3“)
g o oz

var(p) = ((p— ()*) = ) — (n)* .

og variansen av p,

For hvilke verdier av de komplekse koeffisientene a1 og az er forventningsverdien og variansen av p tidsuavhen-
gige?

Forventningsverdien av impulsen p er

<p>:/ dz (U(z, 1)) (pU(a, 1)) /dx (2, 1))" (?%‘I’(w t))

A .
= [ S a oy L oy s

j=1ln=1
_ZZGQ el@iwn) / dl‘—Sin(jﬂx)EEcos<w>
CHe ne L)ilL L
: 2

:§:thmﬂww“JEE/dum@QOme

j=1n=1

2 2 ; nmh
:}jZﬁmﬂwwwt /duaﬂ@—@m&%ﬂ@+@mﬂ.

j=1n=1

For k=0er

1
/ du sin(kmu) =0,
0



og for k # 0 er

L ! -1 (=1)F =
/ du sin(kmu) cos(kmu) _ cos (k) _ (-1)F -1 .
0 5 km km
Det gir at
: 2mh (2 2 : wh 2 2
% i(wr—wo)t #7104 &4 * i(we—wq)t M0 &« 4
p) = ajaze iL <7r 37r>+a2‘“e ir ( - 37r>
h . .
_ 381L (aT as el(wlfwz)t o a; ai el(w27w1)t)
- i i[(wi—w2)t=F1+62] _ i[(wz2—w1)t+61—0B2]
gif Cosa sina (e e )
8h . .
=37 sin(2q) sin[(wy — we)t — B1 + Fa] .

Forventningsverdien av p? er enkel & regne ut, fordi hver v, er en egentilstand for p?,

2 2 . 2 9 .
pu = 1w h) = > an (A = 3 OB et
Folgelig er
L
W) = [ e (@ 0) (Pu,0)
0
R n)? |
= [Mar 3 aan () TR o

j=1n=1

2 . 2 2 2
h h 1)? 5 — 3cos(2
= > lal? (]22) = (7;2) (laaf? + 4 Jayf?) = T cos(2a) |
j=1

L? 2

Og variansen av p blir

var(p) = (p°) — (p)?
(nhi)® 5 — 3cos(2a)  64R°

72 5 L2 sin?(2a) sin?(wy — wa)t — By + Ba] .




Kommentar

Nar vi na har formler for usikkerhetene i posisjon og impuls, Ax = y/var(x) og Ap = /var(p
kan vi sjekke at Heisenbergs usikkerhetsrelasjon er oppfylt. Den sier at

Aa:Ang,

eller nar vi kvadrerer,

h
var(z) var(p) > T

Sett 7= (w1 - WQ)t — (14 B9, da er

U

4 var(z) var(p) 1 5+3cos(2a) 256
7 = 4 <E - 62 T sin%(2a) 00527')

y <7T2(5—300s(2a)) 64 . n ) .

5 — g sin (2ar) sin“T

Dette uttrykket skal helst ikke bli mindre enn 1 for noen verdi av « eller .
For de stasjonaere tilstandene v (dvs. for a = 0) og 12 (dvs. for a = 7/2) er variansene
tidsuavhengige. For a = 0 er

7.(2

U= -2=12809>1.

For o = 7m/2 er

4
U—%—2—115947>>1.

At 11 nesten minimaliserer Heisenbergs usikkerhetsrelasjon, kan vi forsta intuitivt. Den er
nemlig en funksjon med bare ett maksimum, og det representerer et kompromiss mellom to
motstridende hensyn: vi gnsker & minimalisere spredningen i posisjon og samtidig minimalisere
variasjonen i den deriverte. At 19 ikke har noen sjanse til & minimalisere Heisenbergs usik-
kerhetsrelasjon, er heller ikke overraskende, ut fra et lignende resonnement. Den har nemlig
to topper, eller rettere en topp og en bunn, med et nullpunkt imellom.

Med numerisk regning finner vi, ganske overraskende, at o = ap = 0,494963, 7 = 0 gir en
minimumsverdi

U=122935>1.

For denne verdien av « er usikkerhetsproduktet Az Ap tidsavhengig. Det er alltid stgrre enn
h/2, og det meste av tiden er det mye stgrre. Den bglgefunksjonen som gjer usikkerhetspro-
duktet spesielt lite, er

U(x) = cos ag () + sinag P2(x) = \/% (cos ap sin(%) + sinayg sin(?)) .

Figur 1 viser hvordan denne bglgefunksjonen ser ut.
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Figur 1: Eksempel pa en bglgefunksjon som gjgr usikkerhetsproduktet Az Ap lite, i en boks
med lengde L = 1.



