Lgsning til gving 12 for FY1004, hgsten 2007

Reduksjon av topartikkelproblemet

To partikler med masser mi og ma har posisjoner 1 og 2. Vi antar at den potensielle energien V er en funksjon bare
av den relative posisjonen 7 = 7] — 7, altsa at V = V(F) = V(7] — 72).

Klassisk mekanikk

I fglge klassisk mekanikk pavirkes partikkel 1 av en kraft ﬁl = —V1V og partikkel 2 av en kraft ﬁg = -V V,qder Vi og
V3 er gradientoperatorene med hensyn pa henholdsvis 7 og 72. Nar V = V(71 — 72), s er ﬁl =—-VV og Fr =+VV,
der V gradientoperatoren med hensyn pa ¥ = 7] — 72. Altsa er Fi = —F5, som er Newtons tredje lov.
Partikkel nr. j har hastighet @; = d7;/dt og impuls p; = m;7;, og i fplge Newtons andre lov er de tidsderiverte av
impulsene lik kreftene,
g, B_R
dt dt

Newtons tredje lov impliserer at den totale impulsen P= P1 + P2 er en bevegelseskonstant,
dP  dpy | dpe

—-— = =0.
dt dt+dt

Det betyr at massesenteret

= M7l + maTs
R= ——— = =
mi1 + mg

beveger seg med en hastighet V= dé/dt som er konstant. Nar vi definerer M = mj + ma, har vi nemlig at B=MV.
Istedenfor partikkelposisjonene 71 og 72 kan vi bruke massesenterposisjonen R og den relative posisjonen ¥ = 7] — 7
til & beskrive topartikkelsystemet. Tilsvarende bruker vi massesenterhastigheten V= dé/dt og den relative hastigheten

U= dF/dt = U1 — Ua.

a) Vis at den totale energien,
1 . 1 R S
E = 5 mi72 + 5 maty + V(71 — 72) ,
ogsa kan skrives slik:

1 1
E:EMV2+§mz72+V(F),

nar vi innfgrer den reduserte massen m = mima/(m1 + mz). Definisjonen kan ogsa skrives slik:

Beviset er en direkte utregning. Ligningene

dR m1771 + m2172

Voot
dt mi + ms
P
v = — =71 — U2,
dt 1 2

kan lgses for ¥ og ¥, med resultatet
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der M = mj + msg. Sa setter vi inn og finner den totale kinetiske energien,
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b) Vi definerer den relative impulsen som p' = m, der m er den reduserte massen og ¥ den relative hastigheten.

Vis at . R
. Mm2p1 —mip2
P=—"T"—"
mi + ma2
og at
a5
Lo v,

dt

Definisjonen av p’ gir at

5= mi = mims (T — T) = mims (ﬁ_ﬁi) _ MapL — Py MapL — Mapy
M ! M my Mo M my +my
Derfor er
dp’ m dp’ m dp: m m
__m2 9 92 M2 gy ™M gy vy
dt mi + mg dt mi + mg dt m1 + mso m1 + ma

Dermed har vi redusert topartikkelproblemet til to uavhengige enpartikkelproblem. Den ene «partikkelen> har
masse M og posisjon R, som er massesenterposisjonen, mens den andre <partikkelen> har masse m, posisjon 7 = 71 — 72
og potensiell energi V(7).

Kvantemekanikk

Den samme reduksjonen fra et topartikkelproblem til to uavhengige enpartikkelproblem kan vi gjgre i kvantemekanikken.
Da definerer vi pa samme mate

m171 + maia . map1 — m1p2

P =p1+p2, =7 -7, p=

R= ,
mi1 + m2 mi + ma2

samt M = m1 + ma og m = mimza/(m1 + mz2).

Her ma vi tolke 71, 72, p1 og p2 som operatorer. De opererer pa bglgefunksjoner som er funksjoner av 6 variable,

Y = P(71,72) = Y(x1,y1, 21, T2, Y2, 22) -

Spesielt er impulsoperatorene definert ved gradientoperatorene,

Fglgende kommutatorer mellom koordinater og impulskomponenter er ikke lik null:
[$l7plat] = [ylvply} = [2’171714 = [13271721} = [y27p2y} = [z27p2z] =ih.
Alle andre kommutatorer er lik null, for eksempel

[z1,91] = [z1, 2] = [71,p14] = [21,p22] = ... = 0.



C) Vis at det gjelder tilsvarende kommutasjonsrelasjoner for operatorene ﬁ, 13, 7 og p som for operatorene 77, p1,

72 0og P2, nemlig
[vam} = [vay} = [vaz} = [x,pm} = [yvpy] = [vaz] =ih.

Mens alle andre kommutatorer er lik null.

Vi kan i hvert fall beregne noen av kommutatorene, sa ser vi kanskje uten videre hva
de andre blir? Ta for eksempel

mixy + moXo

[Xqu] - T y Plx +p2$
m m
= ﬁl ([x1, pra] + [71, p22]) + ﬁZ ([r2, p1a] + [72, P22])
- %(ih—l—O)—i—%(O—i—ih) —ih .
Pa samme mate,
mix1 + moXxo
[X,Py] = {T,ply‘i‘pr] =...=0.
Videre,
X, pa] = |:m1x1 + moxy Mop1y — mlpm}
b T M ) M
m m
= 72 (m2 [, pra] = mi (21, paa]) + 75 (a2 22, pra] = mi 22, p2a))
- %(ihm2—0)+%(0—ihml) ~0.
Og videre,
[.1‘ P ] — i — 2 mMaPi1e — M1P2x
y Mz 1 2 M
m m
= MZ ([r1, p1a] = [72, P12]) — Ml ([x1, p2:z] — [T2, P22])
ma mq

= 57 (h=0) = =7 (0 —ih) = ih.

Og enda videre,

[z, Py] = [21 — 22, D1z + P2z] = [T1,D12] + [T1, D22] — [22, P12) — [22, P2s]
=ih+0—-0—-1i~h=0.

Hamiltonoperatoren for topartikkelsystemet er

Vis at

—

Siden 7= 7} — 75, pr. definisjon, gjelder ogsa pr. definisjon at V(7] — %) = V(7).



For a uttrykke den kinetiske energien ved impulsene P= p1 + P2 og

maoPi — M1P2

p= e
ma vi lgse for p1 og ps, det gir
L omy o5 L Mg 5
- p - 2p_
PL= g1 +p, P2 = 37 D
Sa setter vi inn i den kinetiske energien, og far
=2 -9 2 2
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+ = —P+p) +— (P
le ng 2m1 M p 2 2 M p
mi+ ma =9 1 1 ) 9
— J2 _—
2M?2 * (2m1 2my
P2 52
T 2M ' 2m

e) Den totale dreieimpulsen er
L =7 X P14 72 X pa .
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Ja. Regnestykket blir det samme enten vi gjor det klassisk eller kvantemekanisk:

L=rXp+7xph= <ﬁ+gf) X <%ﬁ+ﬁ)+<ﬁ—ﬂf) X <%f’—ﬁ>
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