Lgsning til gving 20 for FY1004, varen 2008

Nar elektronet har banedreieimpuls L og sping §, sa har det total dreieimpulse J_':_‘E + 3.
Igjen bruker vi formlene for dreieimpuls J, der |j,m) er felles egentilstand for J 2 og J:

J2j,m)y = j(G+DR?[5,m) ,

Jz|j,m) = mh|j,m)

Jiliom) = \/iG+1) —m(m+1)hljm+1),
J_ljymy = \/iG+1) —m(m —1)h|j,m—1).

Tilsvarende formler gjelder for L og S.

Vi konkretiserer her og ser pa P-tilstander, dvs. tilstander med kvantetall £ = 1 for L 2. Vi har alltid s = % for et
elektron.

Generelt kan vi klassifisere tilstander enten etter egenverdiene til operatorene
L 2 §2, L, og S, eller etter egenverdiene til operatorene L 2, 52, J?2 og J.

Det betyr at vi har to forskjellige sett med tilstander: tilstandene |mg, ms) har kvantiserte verdier for L, og S,

mens tilstandene |j,m;) har kvantiserte verdier for J? og J,. Nar £ = 1, kan den totale dreieimpulsen vaere enten j = %

eller j = %

a) Repetisjon fra gving 19. Vi sa at vi kan identifisere tilstanden der j og m; begge er maksimale, med tilstanden
der my og ms begge er maksimale, altsa:

=g =3) = |me=1m =3)
=—-,m; = = =Imp=1ms=—-).
J 3 j 3 4 s 5
Operer pa denne tilstanden med senkeoperatoren J_ = L_ + S_ (bruk J_ pa venstre side av likhetstegnet og

L_ + S_ pa hgyre side av likhetstegnet), og finn tilstanden

i=3mi=3)
= —-,m; = =
JEM T

som en lineserkombinasjon av tilstandene |my, = 0, ms = %) og lmy=1,ms = _%)

373 33 .3 1
) =yz (1) -3 (5-1)li=gm=3)

1

Pa venstre side far vi:

.3 3
J']=§amj:§

Pa hgyre side far vi:

1 1
(L+S)‘mg:1,msz—> = \/1'2—1~Oh‘mg:O,m8:—>

2 2
1/1 1/1 1
* 2(2+) 2(2 ) ‘m@ 211 2>
1 1
:\/ih‘mezoyms=§>+h‘me=1,ms=—§>.

Tilsammen gir det at

’. 3 1> \/5’ 0 1>+ 1 ’ 1 1>
= —MmM; = — pr — My = m = — — My = m = —— .
J 2’ j 2 3 l s s 2 \/g l s Mg 2



Eller, om vi skriver mer kortfattet:

‘§1>_\/?01>+L1_1>
2’2/ V3|72 V31T o2/

Igjen er absoluttkvadratsummen av koeffisientene lik 1, slik at tilstanden er normert.

De to tilstandene |my = 0, ms = %) og |mg =1,ms = f%> er ortogonale enhetsvektorer i Hilbert-rommet.

Finn en lineserkombinasjon av de to som er ortogonal til tilstanden |j = %,Mj = %)

Vis at denne tilstanden er egentilstanden |j = %,mj = %) for operatorene J? og J.

Hint: For finne hvordan J 2 virker pa denne tilstanden, kan du for eksemple bruke formelen
J2=J_Ji+J2+hJ..

Vi skal finne koeffisienter a og 3 slik at tilstandsvektoren

\¢>=a‘me=0,ms=%>+ﬂ

1
my=1mg = —§>

er ortogonal til

.3 1 2 1 1 1
W)>:]:§>mj:§ = gmfzoamszi +ﬁ mg:1,msz—§ )

det vil si at

0= (016) = (0 |me = 0my = 5} + 80 me = Lmy = —3)

1 * 1 *
= a<m£:Oams: B ‘1/1> +5<mg:1,ms :—5 ‘1/;>
2 1
Sat+—x=0.
30t 50
Vi bruker at et skalarprodukt (|x) er den komplekskonjugerte av det omvendte skalar-

produktet (x|t¢). Denne ligningen bestemmer koeffisientene o og 3 opp til en vilkarlig

felles faktor. For det forste er det naturlig a velge dem slik at tilstanden |¢) er normert,
dvs. at

(Bl¢) = lo)* + 18> =1.

For det andre er det naturlig a velge dem reelle (vi gdelegger ikke normaliseringen om
vi multipliserer o og 8 med en felles kompleks fasefaktor, men vi kan gjore livet ungdig
komplisert for oss selv). Da har vi ett valg igjen, nemlig at en av dem ma velges positiv,
og da blir den andre negativ. I dette spesielle tilfellet finnes det en alminnelig utbredt

Viharat J,=L,+.5,, og
1 \/5
= s — 3 _Lz z
V3 me =0,m 2>+ 3 (L= +5) 2

fasekonvensjon som sier at vi velger § positiv. Dermed far vi lgsningen
1 1 2 1
|¢>:_ﬁ mg:(),mS:§ + §m£:17m52—5
1 1
J1¢) = ——= (L. +S.) my = Lm, = =3 )
Lo obam ) B =)
T )T e Ty 30 g e T
1
= —hl|p).
S h10)




Sa har vi at

FA6) = (I T + 2+ hI)I6) = T Jil6) + 5 (% + 1) B2 |) .

Her er det litt arbeid a regne ut J_.J,|¢), vi far gjore det i etapper. Vi har:

1 1 1
Jy mg:O,m5:§> = (Ly + Sy) mgzO,m3:§>:L+ mZ:O’mS:§>
1 1
= \/1-2—0'1h‘mg:1,m5:§>:ﬂh’mgzl,m5:§>,

idet

Sy

1 1/1 1/1 3
= s = = = — — 1 — — | = 1 h =0, s = = = .
my =0,m 2> \/2 <2+ ) 2(2+ ) ‘mg 0,m 2> 0

Vi har videre:

1
Ji mgzl,msz——>

2

1
my=1,ms = —§> = (Ly+54)

1
my = 1,ms = —§> :SJr

N I AN 1 T
—\2\2 2\ 2 Me=5Mms =5

1
:h’m€:17m82_>7

idet
1 1
mleums:_§>:V1’2—1'2h‘m€:27ms:——>20.

2
1 2 1
mf:07m525>+\/g‘]+ mg:1,m5:—§>

1 1 \/5 1
———ﬁh‘mg—l,ms—§>+ gh’mg—l,ms—§>
=0.

Ly

Dermed har vi:

1
Jil¢) = 3 I

Folgelig er J_J,|¢) =0, og J 2|¢) = j(j + 1)h?|¢) med j = 3.

Bruk senkeoperatoren J_ = L_ + S_ gjentatte ganger, og finn alle de seks tilstandene [j,m;) med j = %,

1

5, som linezerkombinasjoner av de seks tilstandene |mg, ms) med my = +£1,0

m; :i%,i% ogj:%,mj:i
og ms = :I:%.
Vi kjenner allerede tre av de seks tilstandene, og na tillater vi oss a4 bruke den mer
kortfattede notasjonen:

33 1
a'a :1>_>

22> 2>
31>_\F01>+\F1 1>
2’2/ V3|72 317 2/
11 \/T 1 \/5 1
— ZY = /=10, = Z11,—= ).
2’2> 30’2>Jr 37 2>

3



(L +5-)

"3) ¢
[fh‘ >\/>

:\@ ’ > Vh >
‘3 1>_\/T‘ 11>+\/§
272/ V3| 72 3
Videre har vi:
31 3 3
I-[3-3) = Vnf5-3)

2
— s ss) -13) e #5005
= 0+\/gﬁ’—1,—%>+\/§\/§h‘—l,—%>+0

1
= \/gh’_]-u__>7

L)

\/_h

NG} I

\/ _"_

2+

som gir:

0.-5)
Y 2 *

som gir:

Og til slutt har vi:
11 1 1
J—’5’5> = "’\5"5>
1 1 2 1
— L_ —(L_ 1. ==
usipleBaesipd)
1 1 \/5
- = V2
\f\fﬁ‘ > \/;ho 2>+ S\fho
1 1 1
‘VEHPL§>+VEHQ‘§%

‘1 1>_ \/5’11>+\/T0 1>

2" 2/ V3] 72 317 2/

En kontroll pa at vi har regnet riktig, er at alle seks tilstandene |j,m;) med
% —508 )= %, m; = % —5 skal vaere ortogonale.

1
= 0
2>+

som gir:

w

3 1 1
j 29 mj = ’ D T 2



Kommentar: Hvis vi holder oss innenfor det underrommet av det totale Hilbert-rommet
som bestar av tilstander med ¢ =1, s = %, sa gjelder fullstendighetsrelasjonene

Z Z |m€7ms m€7m8|_ Z Z |j7m] jum]‘

my=—1{ mgf—% j= 1 mi=—j

Ved hjelp av dem kan vi skrive tilstandene |j,m;) som lineserkombinasjoner av tilstan-
dene |myg, myg),

gomy) = 1lj,mg) = Y |me,ms)(me,mslj,mg)

My, Ms

eller den andre veien,

Ime,ms) = I lmg,ms) =D |G, my) (G, mjlme, ms) -
Jymy

Slike formler gjelder selvfglgelig mye mer generelt enn akkurat i vart eksempel her med
banedreieimpuls 1 og spinn %
Koeffisientene (my, ms|j,m;) og (4, mj|me, ms) som opptrer her, og i mer generelle ek-
sempler, kalles Clebsch—Gordan-koeffisienter (Gordan med Clebsch—Gordan-koeffisientene
er en annen person enn Gordon med Klein—Gordon-ligningen). De er nyttige i mange
sammenhenger, og som seg hgr og ber, finnes det tabeller som en kan sla opp i nar en
trenger dem. Standard konvensjon sier at de velges reelle, og det har blant annet den

fordelen at en ikke behgver & bekymre seg om hvilken vei en skal snu skalarproduktet:

<m€7m8|j7 m]> = <.]7 mj|m€7ms>* = <]7 mj‘m€7m8> .



