Lgsning til gving 21 for FY1004, varen 2008

Hamiltonoperatoren for en partikkel i et endimensjonalt harmonisk oscillatorpotensial er

m er massen til partikkelen, = er posisjonen, og w er vinkelfrekvensen. Energinivaene er
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for n =0,1,2,..., og de tilsvarende energiegentilstandene er
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Den karakteristiske lengden for oscillatoren er

h
=] —.
mw

H,, er det n-te Hermite-polynomet, definert ved at Ho(u) =1 og
Hyg1(u) = 2u Hp(u) — H, (u) .
Denne rekursjonsformelen for Hermite-polynomene gir at
Hi(u) =2u, Ha(u) = 4u? — 2, Hs(u) = 8u® — 12u .

I denne oppgaven tar vi for oss to identiske partikler i det samme oscillatorpotensialet. Vi antar at partiklene ikke
vekselvirker med hverandre. Topartikkelbglgefunksjonen er en funksjon av posisjonene x1 og x2 til begge de to partiklene,
og Hamiltonoperatoren for topartikkelsystemet er

R? [ 92 92 1 o/ o9 o
H:%<$12+$22 +§mw (xl +12).

a) Vis at topartikkelbglgefunksjonen
o(x1,2) = Y5 (x1) Yi(22) ,

som er et produkt av to enpartikkelbglgefunksjoner, er en energiegenfunksjon for topartikkelsystemet med energi
E; + Ey,, nar enpartikkelbglgefunksjonene 1); og 1)y, er energiegenfunksjoner for enpartikkelsystemet med energier
E; og Ey.

Vis at denne topartikkelbglgefunksjonen er normert, slik at

/ d‘vl/ daa |p(z1,22)2 =1,

nar enpartikkelbglgefunksjonene v, er normerte,

/ de [¢n(@)? = 1.

Vi skal vise at ¢ er en lgsning av den tidsuavhengige Scrodinger-ligningen, sa da setter

vi inn:
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= (Ej + Ey)j(21) Yp(22) = (B + Ey) ¢(x1,22) .



Det viser ganske riktig at ¢ er en lgsning med energi F; + E,.

At ¢ er normert, skyldes at normeringsintegralet kan faktoriseres:

/O:del/o:odxz |p(z1,29) 2 </ dxy |¥j(z1)] )(/ dasy |1/}k($2)‘):1.1:1'

Hvis j = k ovenfor, sa er topartikkelbglgefunksjonen ¢ symmetrisk,
(@1, w2) = bj(@1) V5 (22) = ¥ (x2) ¥j(w1) = P22, 21) -

Dette er derfor en mulig bglgefunksjon dersom de to partiklene er bosoner.

Hvis j # k, sa er topartikkelbglgefunksjonen ¢ hverken symmetrisk eller antisymmetrisk, men vi kan symmetrisere
den og fa en mulig bglgefunksjon for to bosoner,

% (b (1) i (2) + 5 (2) (1)) -

eller vi kan antisymmetrisere den og fa en mulig bglgefunksjon for to fermioner,

¢s(z1,22) =

% (b (1) i (2) — 5 (w2) (1) -

Vis at bade ¢s og ¢4 er energiegenfunksjoner med energi E; 4 Ej,.

pa(z1,22) =

Vis ogsa at de er normerte nar 1; og 1y, er ortonormale, dvs. nar

1 for 5=k,

/ dz (¥ ()" ¥i(z) = jk={ 0 for j#k.

Bevis for at ¢ er en energiegenfunksjon med energi E; + Ej:

H ¢y = H ((w1) Y (x2) + 0 (w2) Yr(x1)) = Hapj(x1) i (x2) + H (1) j(22)
= (B + Ey) (Y (1) Yr(22) + ¥j(x2) i (21)) = (B + Eg) ¢s(21,72) ,

og er normert (vi antar at j # k):

10l = (00 0) = [ dar [ daa loufor, 2P

= /_OO dx /_OO dxo (¢s($1,$2))* ¢s(x1,22)

= %/_Zdﬂ?l /OO dzy [¢j(21)" Yr(x2)™ j(21) Yr(2)

+j (1) r(22)" Py (22) i (x1) + 1y (22)* Y (x1)* ¥ (21) Yr(22)
+10j(22)* Yr(z1)" 3(372 (z1)]

)

— 5 ([ an vty ve) ([
(/ dzy ¥j(z1)" (21 ) ( dxa Yr(z2)” %‘(332))

(L.

(

U
U

dag Py (22)" ¢k($2))

(/ day Y(z1)" ;(z1) ) dag ¥;(z2)* 1/%(@))

(/ dzy Yg(z1)" Ui >

(1-140-040-0+1-1) =

daa by (w2)" 0(22) )|

N —



Bevisene for ¢, gar likedan (nar j # k).

En hvilken som helst symmetrisk tilstand er forresten ortogonal til en hvilken som helst
antisymmetrisk tilstand. Bevis: skalarproduktet mellom ¢4 og ¢, er

(s, 6a) = / Z day /_ Z dzy (ds(z1,22))* dalz1, )

— [ [ dus (+0u(ana0)" (~dulor,mn))
= —/_O:Odl‘l /_O:Odl‘z (¢s(z2,21))" do(z2,21)
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= _/O:O dxl /O:O dl‘Q (¢s(x1,x2))* ¢a($1,$2)
= _<¢S7¢a> .

Underveis i dette regnestykket bruker vi flere knep. Fgrst bytter vi om argumentene x;
og x2 bade i den symmetriske funksjonen ¢, det gir fortegn +, og i den antisymmetriske
funksjonen ¢,, det gir fortegn —. Dernest bytter vi navn pa integrasjonsvariablene: xq
kaller vi x2 og x5 kaller vi xy. Til slutt bytter vi om integrasjonsrekkefalgen.

Ligningen (¢s, ¢a) = —(¢s, ¢a) betyr at 2(¢s, ¢q) = 0 og dermed (pg, ¢q) = 0.

Hvilke energiniva finnes det med energi E < 4hw dersom de to partiklene er bosoner?
Hva er degenerasjonen (antallet tilstander) for hvert niva?

Hvilke energiniva finnes det med energi £ < 4hw dersom de to partiklene er fermioner?

Hva er degenerasjonen for hvert niva?
Energiegenverdiene er
1 1
E; + Ej, = hw (j+§+k:+§> —hw(j+k+1).

Energiegenverdiene opp til og med F = 4hw er da:

E = hw: j = k = 0, bglgefunksjonen g(x1)Y(x2) er symmetrisk, den er mulig for
bosoner, men ikke for fermioner.

E =2hw: j =0, k =1, da kan vi lage en bosonbglgefunksjon 1o (x1)91 (x2)+o(z2)1 (z1)
og en fermionbglgefunksjon g (1)1 (x2) — ¥o(x2)1h1 (21).

Vi kunne prgve med j = 1, k = 0, men det gir om igjen de samme tilstandene.

E = 3hw: (j,k) = (0,2) gir en bosontilstand og en fermiontilstand, mens (5, k) = (1,1)
gir en bosontilstand.

E = 4hw: kombinasjonene (j, k) = (0,3) og (j,k) = (1,2) gir en bosontilstand og en
fermiontilstand hver.

Antall tilstander
Energi | Bosoner Fermioner Totalt

hw 1 0 1
2hw 1 1 2
3hw 2 1 3
4hw 2 2 4
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En annen mate a lgse det samme problemet pa, er a innfgre massesenterposisjonen X = (z1 + z2)/2 og relativ-
posisjonen z = x1 — x2. I fglge kjerneregelen er da

9 99X 0 9x & 1 0 0
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Vis at Hamiltonoperatoren uttrykt ved X og x er

R? 92 R2 92 1
H=—— 2x2_ 2 2 2,2
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Vi ser at massesenteret beveger seg som en harmonisk oscillator med vinkelfrekvens w og masse 2m, mens
relativkoordinaten oppfgrer seg som en harmonisk oscillator med vinkelfrekvens w og masse m/2 (den reduserte
massen). Det impliserer at den karakteristiske lengden for massesenterbevegelsen er

For a uttrykke Hamilton-operatoren ved koordinatene X og x ma vi gjore et lite regne-
stykke som er ganske rett fram. Vi har at

H:—% 8(122—1_88222 —I—%mw2 (9612-1-9622)
“ | Goxtoe) + (Gox o) | ramet (o0 8)  (x3)
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Massesenterbevegelsen bidrar til den totale energien med

1
E/:hw<n'+§),

der n’ =0,1,2,.... Mens relativbevegelsen bidrar med

1
E// h ( " 5) ,
der n' =0,1,2,....

Vis at n”/ = 0,2,4,... for bosoner, og n” = 1,3,5, ... for fermioner.

Boglgefunksjonen med energi F, for den harmoniske oscillatoren i en dimensjon ble
oppgitt ovenfor til & veere

Yn(z) = m Hy, (%) ei% .
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Det betyr at topartikkelbglgefunksjonen som svarer til kvantetallene n’ for massesen-
terbevegelsen og n” for relativbevegelsen er
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Nar vi bytter om z1 og 2, sa forandrer ikke det massesenterposisjonen X = (z1+x2)/2,
men det forandrer fortegnet til relativkoordinaten = = x1 — x2.

Av rekursjonsformelen for Hermite-polynomene, nemlig Hy(u) = 1 og
Hyvq(u) = 2u Hy(u) — Hy,(u)

folger det (ved et induksjonsbevis) at H,(—u) = (—1)" H,(u). Derfor er

"

‘Iln’,n”(Xv —J}) = (_1)n \Ijn/,n”(X?x) :

Det viser at n” = 0,2,4,... gir bosonbglgefunksjoner, mens n” = 1,3,5,... gir
fermionbglgefunksjoner.

I folge punkt e) kan energien til topartikkelsystemet skrives som
E=ho(n +n" +1),
der n’ kommer fra massesenterbevegelsen og n” kommer fra relativbevegelsen.

Bruk dette resultatet til a telle opp om igjen energiegentilstandene for to bosoner og for to fermioner, opp til

E = 4hw, som under punkt c) ovenfor.

Energiegenverdiene opp til og med F = 4hw er:
E = hw: n' =n” =0, det er en bosontilstand.

E = 2hw: ' = 0, n” = 1, det er en fermiontilstand, og n’ = 1, n” = 0, det er en
bosontilstand.

E =3hw:n'"=0,n"=2o0gn" =2, n" =0 gir to bosontilstander, mens n’ = n” =1 gir
en fermiontilstand.

E =4hw:n' =0,n" =3 ogn’ =2,n"” =1 gir to fermiontilstander, mens n’ = 1, n” = 2
og n' =3, n” = 0 gir to bosontilstander.

Vi finner det samme antallet tilstander som under punkt c). Heldigvis!



