Aving 2 for FY1004, hgsten 2007

Kepler-problemet (I)

Bade Rutherfords formel for spredning av a-partikler og Bohrs atommodell baserer seg pa
lpsningen av det na 400 ar gamle Kepler-problemet for planetbaner i solsystemet. Dette prob-
lemet fra klassisk mekanikk gjelder bevegelsen til en punktpartikkel i et kraftfelt der kraften
er omvendt proporsjonal med kvadratet av avstanden fra et fast sentrum og peker rett inn
mot, eller rett bort fra, det samme sentret.

En partikkel med masse m har posisjonen

Fe=al+y]+zk=08+yé, +28,

der 7= €, = €, og k = &, er tre faste ortogonale enhetsvektorer. Posisjonen avhenger av
tiden t, 7 = 7(t). Hastigheten ¥/ og akselerasjonen @ er henholdsvis forste og andre tidsderiverte
av posisjonen,
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Impulsen (ogsa kalt bevegelsesmengden) til partikkelen defineres som p' = mu, i det ikke-
relativistiske tilfellet. I det relativistiske tilfellet, nar hastigheten v = |0] naermer seg lyshas-

tigheten ¢, defineres
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men her regner vi med det ikke-relativistiske uttrykket. Dreieimpulsen defineres som
L=Fxp=7x(md)=mrFx7.

Den er en vektor som er ortogonal til bade 7 og p.
Den klassiske bevegelsesligningen til partikkelen er Newtons 2. lov:

. dp
K=md=—,
dt
der K er kraften som virker pa partikkelen.
I Kepler-problemet er kraften gitt som
-k
K=—<7,
el

der k er en konstant, og

r=|Fl=Vr 7= 22 +y>+22.

Kraften er rettet inn mot origo hvis k£ < 0, og bort fra origo hvis £ > 0. Og den er omvendt
proporsjonal med kvadratet av avstanden til origo,
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For en planet i tyngdefeltet fra Sola er k = —GMm < 0, der G er Newtons gravitasjonskon-
stant og M er massen til Sola. For et elektron med ladning ¢ = —e, der e = 1,6 107 C



er elementeerladningen, eller for en a-partikkel med ladning ¢; = 2e, i Coulomb-feltet fra en
atomkjerne med atomnummer Z og ladning qo = Ze, er

q192
k= ,
4meg

der €g = 8,854 10712 C2 N~! m~2 er en naturkonstant som kalles permittiviteten til vakuum.

a) Skriv ut eksplisitte uttrykk for de tre komponentene L,, L, og L. til dreieimpulsen L.
(Hvis du tviler pa at 7+ L = 0 og p'- L = 0, sa sjekk ved eksplisitt utregning at det
stemmer!)

b) Vis at Leren bevegelseskonstant i Kepler-problemet, det vil si at alle komponentene
L., L, og L. er bevegelseskonstanter.

Hint: Vis at den tidsderiverte dL/d¢ er lik null.

De to resultatene at L er konstant og T L = 0 viser at partikkelen beveger seg i et plan
gjennom origo som er vinkelrett pa L (vi antar at L ikke er null). Da er det naturlig a velge
et koordinatsystem slik at, for eksempel, z-aksen peker langs L og partikkelen beveger seg i
xy-planet, altsa at

L=1L,¢ med L,=L=|L|,

0og
F=r(cospéy +sinpé,) =re, .

Vi innfgrer to nye enhetsvektorer i xy-planet,

,r_.‘
€ = — =Cospe, +sinpey,
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c) Vis at €, og €, er ortogonale, og at €, x €, = €, (husk at €, x &, = —€, x &, = €>).
d) Vis at
ﬂ drﬁ+ de
V= —& +1—2¢&,,
dt " dt ¥
og at
dep
L, =mr? 2.
? dt

Den siste ligningen er spesielt nyttig fordi vi allerede vet at L, er konstant.

e) Vis at

2 _ = - (dr>2+ L2
V=0-7=(— .
dt m2r2

Denne formelen betyr at vi kan redusere det opprinnelige tredimensjonale problemet til
et ekvivalent endimensjonalt problem, der vi star igjen med bare radialkoordinaten r.



