Oving 3 for FY1004, hgsten 2007 (fortsetning av gving 2)

Kepler-problemet (II)

a)

Bruk bevegelsesloven
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til & vise at den totale energien, definert som kinetisk energi pluss potensiell energi:
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er konstant.

Hint: Vis at dE/dt = 0. Tidsderivasjon av ligningene v? = @' - ¥ og r? = 7 * gir at
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der L, er konstant, gir fglgende uttrykk for energien,
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Ligningen fra oppgave 2e),

For a lgse Kepler-problemet bruker vi na enda to knep. For det forste ser vi pa r som
en funksjon av vinkelen ¢ istedenfor som en funksjon av t, det gir at

dr drde dr L,

dt  dy dt  dp mr?2’

Dernest innfgrer vi en ny variabel u = 1/r.

Vis at ) )
= Ly (du) + u?
2m | \dy
Deriver denne ligningen med hensyn pa ¢, husk at E er konstant, og utled dermed
bevegelsesligningen
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Etter at vi har omskrevet bevegelsesligningen sa mye som dette, kan den lgses enkelt.
Den generelle lgsningen er

u = ug [l + ecos(¢ — ¢o)] med Uy = ——=

som inneholder to integrasjonskonstanter € og ¢o (to konstanter fordi ligningen er en
andre-ordens ordinger differensialligning). Konstanten e kalles eksentrisitet, og vi kan



alltid velge ¢ > 0 (lgsningen er uforandret om vi bytter fortegn pa e samtidig som vi
gker o med 7). Den samme lgsningen kan ogsa skrives slik:
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Vis at energien for denne banen er
E*m(e2 — 1)
2L 2
Viserat E<0Qfore<1, E=0fore=10g E >0 fore>1.

E =

For et elektron i et Bohr-atom er

2 L 2
k=—-"<0, slikat rp=—"2>0.
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Da finnes det en lgsning med eksentrisitet ¢ = 0 og r = ry = konstant, som altsa er en
sirkelbane. Energien for sirkelbanen er
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po_Km_kw_ k-
202 2 2r
som er ngyaktig halvparten av den potensielle energien k/ry.
For Rutherfords a-partikkel som spres mot en atomkjerne med elektrisk ladning Ze er

_2Zé?
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>0,

slik at ugp < 0 og 9 < 0. Siden
u=1ug[l+ecos(p — o) >0,

ma vi ha eksentrisitet € > 1 og folgelig energi £ > 0, og dessuten ma
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Den siste ulikheten betyr at

T—p1<@—@o<T+p1,

der
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p1 = arccos

For o — g =7+ 1 eru:Oogrzl/u:OO.

d) En a-partikkel spres mot en atomkjerne med ladning Ze som ligger i ro i origo.
a-partikkelen har en gitt energi F > 0 og en gitt absoluttverdi L = |L| av dreieimpulsen

-

L (ovenfor har vi regnet pa bevegelse i zy-planet, slik at L = [L,|).
Hva blir spredningsvinkelen?

Spredningsvinkelen ¢ defineres slik at ¢ = 0 hvis a-partikkelen ikke forandrer retning.



