Aving 13 for FY1004, hgsten 2007

De sfaerisk harmoniske funksjonene Y,

En partikkel i tre dimensjoner har posisjon # og impuls p. Dreieimpulsoperatoren

er en vektor med komponenter

0 0

Ly = yp. — 2py = 171(2/&—28—2/),
. 0 0

Ly = zp, —xp, = 171(28——:5&),

I polarkoordinater 7,6, ¢ med
x =rsinfcosp , y=rsinfsingp , z=rcosb,

og med de ortogonale enhetsvektorene

€ = r =sinf (cos p e, +sinpé,) + cosb e, ,
r
. o€, . . o
% = 55 = cosf (cos €, +sinpeéy,) —sinbe, ,
. 1 Oe; o .
€y = sind dp = —sinpe, +cospey,
har vi at
V"a—i-_'a—k“a 48+ 10+4 1 0
=€ —+€é —+€é — =€ — -—+eé —
Y ox Y oy * 0z "or 00 ¥ rsin® o
0og
- 0 1 0
L=—ih7xV =—ih|€, — — € — .
nr ! (% 96 “sing ago)
Det gir at

=

L, =¢e,-L=—ih (—singp% —cot@cosgpai),
¥

L, =¢- [_;:—171(005@;’0 cot@smgoaa)

Istedenfor operatorene L, og L, kan vi bruke operatorene

, w [0 0
L, = L$+1Ly:he“"(69+1cot9%>

L. =L,—iL, = he i® (—% +1cot9%>

Siden L, og L, er Hermiteske, Ll =L, og LL =Ly, er L_= Ll.

-

L=

—

7

xp



Komponentene av dreieimpulsen oppfyller kommutasjonsrelasjonene

Ly, Ly =ihL, , [Ly,L.] =ihL, , (L., L] =ihL, .

Eller ekvivalent,
[L.,Ly]=hL4 , [L,,L_]=—hL_, [Ly,L_]=2hL, .

Fordi operatorene L, og L?= L2+ Ly2 + L2 kommuterer, har de felles egenfunksjoner.

Denne oppgaven gar ut pa a finne de felles egenfunksjonene for L, og L2, som vi kaller
Y (0, ). De er funksjoner av vinklene 6 og ¢, siden L, og L ? er vinkeloperatorer som ikke

involverer radialkoordinaten 7.

a) Bruk uttrykkene for L,, L, og L, gitt ovenfor til a vise at

- 0? d 1 92
L?=L%2+L°+L2%=—-n|=— t — + ——— —
e T by L 062 oo 00 * sin? § Op?

= —h? ! gsinHQ—i-La—Z
N sinf 00 90 sin?0 9¢? |’
Hint: Metoden for & finne et uttrykk for L2, for eksempel, er & operere pa en vilkarlig
bglgefunksjon 1 (r, 0, ). Da er L2 = Ly (Ly).
b) La ¢ veere et ikke-negativt heltall, £ = 0,1,2,..., og definer
}/M(ev 90) = Cf Singe eifgo ’

der Cy er en normeringsfaktor som ma bestemmes.

Vis at L. Yo = 01 Yye, at L2 Yy = (0 + 1)h2 Yiy, og at LYy = 0.

I tre dimensjoner normerer vi en bglgefunksjon ¢ = ¥ (x,y, z) = ¥(r, 0, ¢) slik at

o) 00 00 o) ™ 2
/ dx/ dy/ dz [y :/ dr/ d@/ de r?sinf | =1,
—00 —00 —00 —00 0 0

Nar vi bytter integrasjonsvariable fra x,y, z til 7,0, ¢, skal vi ha med Jacobi-determinanten

9z Oz Oz

5 &

9y Oy 9y | _ .2

ar 90 oo | =T sinf .
dz 0z 0Oz

or 00 0Oy

Vinkelfunksjonene Yy, normerer vi slik at
™ 21
/ dé de sind Yo, (0,0)> =1.
0 0
Normeringskravet for Yy, er da at

™ 2 ™
/ do [ dyp sind |Yy|* = |C’g\227r/ df sin**1h=1.
0 0 0

2



Vi ma beregne integralet
I = / do sin®*14 .
0

For ¢ = 0 har vi at Iy = 2. Ved delvis integrasjon viser vi at for £ =1,2,3,... er
™ s ™
I, = / df sin?*1g :/ df sin 6 sin?0 = — cos @ sinﬂe‘z + 26/ df cos?0 sin*~1¢
0 0 0
™
=2 / d0 (1 — sin?0) sin®10 = 20(I,_, — I) .
0

Det gir iterasjonsformelen

20
Iz—%—ﬂfeq,
med lgsning
[ 2-4-...-(20) 22012
£7 35 @2+ T @+

Normeringskonstanten C; kan inneholde en vilkarlig valgt fasefaktor (et kompleks tall med
absoluttverdi 1). Den vanligste konvensjonen (som kanskje ser litt kunstig ut?) er a velge

@r+ 1)

_ L
o= ymap

e) De normerte egenfunksjonene Yy, = Yy, (0, ¢) kan velges slik at

2
1\?2 1\?
L,}/gm =h <€+§> - (m—§> }/é,m—l .

Bruk disse relasjonene (uten bevis) til a finne eksplisitte uttrykk for alle funksjonene
Yypfor£=0,l=10gl=2,0gm=4~0L0—1,...,—/.

Det kan vises at Y, _,, = (—=1)™Y,;,, derfor er det nok a finne Y, for m > 0.



