
Øving 13 for FY1004, høsten 2007

De sfærisk harmoniske funksjonene Yℓm

En partikkel i tre dimensjoner har posisjon ~r og impuls ~p. Dreieimpulsoperatoren ~L = ~r × ~p

er en vektor med komponenter

Lx = ypz − zpy = −ih̄

(

y
∂

∂z
− z

∂

∂y

)

,

Ly = zpx − xpz = −ih̄

(

z
∂

∂x
− x

∂

∂z

)

,

Lz = xpy − ypx = −ih̄

(

x
∂

∂y
− y

∂

∂x

)

.

I polarkoordinater r, θ, ϕ med

x = r sin θ cosϕ , y = r sin θ sinϕ , z = r cos θ ,

og med de ortogonale enhetsvektorene

~er =
~r

r
= sin θ (cosϕ~ex + sinϕ~ey) + cos θ ~ez ,

~eθ =
∂~er

∂θ
= cos θ (cosϕ~ex + sinϕ~ey) − sin θ ~ez ,

~eϕ =
1

sin θ

∂~er

∂ϕ
= − sinϕ~ex + cosϕ~ey ,

har vi at

∇ = ~ex
∂

∂x
+ ~ey

∂

∂y
+ ~ez

∂

∂z
= ~er

∂

∂r
+ ~eθ

1

r

∂

∂θ
+ ~eϕ

1

r sin θ

∂

∂ϕ

og

~L = −ih̄ ~r ×∇ = −ih̄

(

~eϕ
∂

∂θ
− ~eθ

1

sin θ

∂

∂ϕ

)

.

Det gir at

Lx = ~ex · ~L = −ih̄

(

− sinϕ
∂

∂θ
− cot θ cosϕ

∂

∂ϕ

)

,

Ly = ~ey · ~L = −ih̄

(

cosϕ
∂

∂θ
− cot θ sinϕ

∂

∂ϕ

)

,

Lz = ~ez · ~L = −ih̄
∂

∂ϕ
.

Istedenfor operatorene Lx og Ly kan vi bruke operatorene

L+ = Lx + iLy = h̄ eiϕ

(

∂

∂θ
+ i cot θ

∂

∂ϕ

)

,

L− = Lx − iLy = h̄ e−iϕ

(

− ∂

∂θ
+ i cot θ

∂

∂ϕ

)

.

Siden Lx og Ly er Hermiteske, L†
x = Lx og L†

y = Ly, er L− = L
†
+.
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Komponentene av dreieimpulsen oppfyller kommutasjonsrelasjonene

[Lx, Ly] = ih̄Lz , [Ly, Lz] = ih̄Lx , [Lz, Lx] = ih̄Ly .

Eller ekvivalent,

[Lz, L+] = h̄L+ , [Lz, L−] = −h̄L− , [L+, L−] = 2h̄Lz .

Fordi operatorene Lz og ~L 2 = L 2
x + L 2

y + L 2
z kommuterer, har de felles egenfunksjoner.

Denne oppgaven g̊ar ut p̊a å finne de felles egenfunksjonene for Lz og ~L 2, som vi kaller
Yℓm(θ, ϕ). De er funksjoner av vinklene θ og ϕ, siden Lz og ~L 2 er vinkeloperatorer som ikke
involverer radialkoordinaten r.

a) Bruk uttrykkene for Lx, Ly og Lz gitt ovenfor til å vise at

~L 2 = L 2
x + L 2

y + L 2
z = −h̄2

(

∂2

∂θ2
+ cot θ

∂

∂θ
+

1

sin2 θ

∂2

∂ϕ2

)

= −h̄2

(

1

sin θ

∂

∂θ
sin θ

∂

∂θ
+

1

sin2 θ

∂2

∂ϕ2

)

.

Hint: Metoden for å finne et uttrykk for L 2
x , for eksempel, er å operere p̊a en vilk̊arlig

bølgefunksjon ψ(r, θ, ϕ). Da er L 2
x ψ = Lx(Lxψ).

b) La ℓ være et ikke-negativt heltall, ℓ = 0, 1, 2, . . ., og definer

Yℓℓ(θ, ϕ) = Cℓ sinℓθ eiℓϕ ,

der Cℓ er en normeringsfaktor som må bestemmes.

Vis at Lz Yℓℓ = ℓh̄ Yℓℓ, at ~L 2 Yℓℓ = ℓ(ℓ+ 1)h̄2 Yℓℓ, og at L+Yℓℓ = 0.

I tre dimensjoner normerer vi en bølgefunksjon ψ = ψ(x, y, z) = ψ(r, θ, ϕ) slik at

∫ ∞

−∞
dx

∫ ∞

−∞
dy

∫ ∞

−∞
dz |ψ|2 =

∫ ∞

−∞
dr

∫ π

0

dθ

∫

2π

0

dϕ r2 sin θ |ψ|2 = 1 .

N̊ar vi bytter integrasjonsvariable fra x, y, z til r, θ, ϕ, skal vi ha med Jacobi-determinanten

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∂x
∂r

∂x
∂θ

∂x
∂ϕ

∂y
∂r

∂y
∂θ

∂y
∂ϕ

∂z
∂r

∂z
∂θ

∂z
∂ϕ

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= r2 sin θ .

Vinkelfunksjonene Yℓm normerer vi slik at

∫ π

0

dθ

∫

2π

0

dϕ sin θ |Yℓm(θ, ϕ)|2 = 1 .

Normeringskravet for Yℓℓ er da at

∫ π

0

dθ

∫

2π

0

dϕ sin θ |Yℓℓ|2 = |Cℓ|2 2π

∫ π

0

dθ sin2ℓ+1θ = 1 .
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Vi må beregne integralet

Iℓ =

∫ π

0

dθ sin2ℓ+1θ .

For ℓ = 0 har vi at I0 = 2. Ved delvis integrasjon viser vi at for ℓ = 1, 2, 3, . . . er

Iℓ =

∫ π

0

dθ sin2ℓ+1θ =

∫ π

0

dθ sin θ sin2ℓθ = − cos θ sin2ℓθ
∣

∣

∣

π

0
+ 2ℓ

∫ π

0

dθ cos2θ sin2ℓ−1θ

= 2ℓ

∫ π

0

dθ (1 − sin2θ) sin2ℓ−1θ = 2ℓ(Iℓ−1 − Iℓ) .

Det gir iterasjonsformelen

Iℓ =
2ℓ

2ℓ+ 1
Iℓ−1 ,

med løsning

Iℓ =
2 · 4 · . . . · (2ℓ)

3 · 5 · . . . · (2ℓ+ 1)
· 2 =

22ℓ+1(ℓ!)2

(2ℓ+ 1)!
.

Normeringskonstanten Cℓ kan inneholde en vilk̊arlig valgt fasefaktor (et kompleks tall med
absoluttverdi 1). Den vanligste konvensjonen (som kanskje ser litt kunstig ut?) er å velge

Cℓ = (−1)ℓ
√

(2ℓ+ 1)!

2ℓ+1 ℓ!
√
π
.

e) De normerte egenfunksjonene Yℓm = Yℓm(θ, ϕ) kan velges slik at

L+Yℓm = h̄

√

(

ℓ+
1

2

)2

−
(

m+
1

2

)2

Yℓ,m+1 ,

L−Yℓm = h̄

√

(

ℓ+
1

2

)2

−
(

m− 1

2

)2

Yℓ,m−1 .

Bruk disse relasjonene (uten bevis) til å finne eksplisitte uttrykk for alle funksjonene
Yℓm for ℓ = 0, ℓ = 1 og ℓ = 2, og m = ℓ, ℓ− 1, . . . ,−ℓ.
Det kan vises at Yℓ,−m = (−1)mY ∗

ℓm, derfor er det nok å finne Yℓm for m ≥ 0.
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