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Notat tvungen svingning

En tvungen, dempet svingning kan skrives (se krefter i figur):

−kx − bẋ + F0 cos ωt = mẍ

ẍ +
b

m
ẋ +

k

m
x =

F0

m
cosωt

ẍ + 2γẋ + ω2
0x = f0 cos ωt (1)
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−kx

-
F0 cos ωt

Likn. (1) er en ikke-homogen, andreordens differensiallikning med konstante koeffisienter og behandles i matem-
atikken. Den generelle løsningen kan uttrykkes

x(t) = xh(t) + xp(t)

der xh er en løsning av den homogene likningen (høyre side = 0) og xp er én partikulær løsning. Den homogene
likningen er lik den dempede svingelikningen med løsning (for svak demping): xh(t) = x0e

−γt cos(ωdt + φ). Hvis
eksitasjonen F0 cosωt vedvarer vil etter en viss tid xh(t) dempes ut. Dermed st̊ar xp(t) igjen å finne.

Vi velger å skrive harmoniske variasjoner (cos eller sin) med kompleks notasjon. Dvs. vi erstatter:

cos(ωt + φ) → ei(ωt+φ) = eiφ eiωt.

For p̊adraget er fasevinkelen φ = 0 slik at
f0 cos(ωt) → f0 eiωt.

Løsningen xp(t) må følge samme frekvens som p̊adraget men med en fasevinkel δ, dvs. løsningen må kunne skrives
p̊a form (+δ eller −δ er en smakssak, vi velger −δ):

x(t) = A0 cos(ωt − δ) → A0e
−iδ eiωt = Aeiωt.

Her er A0 (reell) amplityde, fasevinkelen er −δ og disse skal bestemmes som vi gjør gjennom å bestemme den
komplekse amplityden A = A0e

−iδ. Til dette har vi følgende uttrykk

x(t) = Aeiωt

ẋ(t) = iωA eiωt

ẍ(t) = iω · iωA eiωt = −ω2Aeiωt

som vi setter inn i svingelikningen (1) og f̊ar

−ω2Aeiωt + 2γiωAeiωt + ω2
0Aeiωt = f0 eiωt. (2)

Likningen skal gjelde alle t, slik at vi kan forkorte eiωt. Dette gir følgende likning

A ·



ω2
0 − ω2

︸ ︷︷ ︸

=a

+ i 2γω
︸︷︷︸

=b



 = f0.

Innfører hjelpestørrelsene a og b som vist, og da bestemmes den komplekse størrelsen A:

A =
f0

a + ib
=

f0

a + ib
· a − ib

a − ib
=

f0a

a2 + b2
− i

f0b

a2 + b2
= a′ − ib′

idet (a + ib)(a − ib) = a2 + b2 og vi har innført a′ = f0a
a2+b2 og b′ = f0b

a2+b2 for i det videre å spare skrivearbeid.

P̊a kompleks polarform (figur til høyre) skrives A:

A = A0 · e−iδ

der
tan δ =

b′

a′
=

b

a
=

2γω

ω2
0 − ω2

og
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A0

A = a′ − ib′

a′

b′

.............................................
δ

A0 =
√

a′2 + b′2 =

√
(

f0a

a2 + b2

)2

+

(
f0b

a2 + b2

)2

=
f0

a2 + b2

√

a2 + b2 =
f0√

a2 + b2
=

f0
√

(ω2
0 − ω2)2 + (2γω)2

.

Den tvungne svingning har alts̊a forløp

x(t) = Aeiωt = A0e
−iδ eiωt → A0 cos(ωt − δ)

med A0(ω) og δ(ω) som angitt.

Utledningen er ikke pensum, men resultatet og analysene av A0(ω) er pensum.
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