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Kap. 9+10
Rotasjon av stive legemer

Vi skal se på:
• Vinkelhastighet, vinkelakselerasjon (rep)
• Sentripetalakselerasjon, baneakselerasjon (rep)
• Rotasjonsenergi Ek
• Treghetsmoment  I
• Kraftmoment τ
• Spinn (dreieimpuls):   L
• Spinnsatsen (Newton 2 for rotasjon):

τ = dL/dt

• Stive legemer:  L = I ω τ = I dω/dt
• Eksempler: gyroskop, m.m.m…

Vinkler måles i radianer:
θ = s/r                                 dvs.  s = θ r

Vinkelhastighet:                              Banefart
ω = dθ/dt v = ds/dt = ω r   (9.13)

er lik for hele legemet                      øker med radien
v

Rotasjonshjul som energilager

• Stålskive 10 cm tykk, 1,0 m diameter:

Problem: 
Tung! (600 kg)     Deformeres!
I periferien er:

Banefart v=ωr=1000 m/s
Sentripetalaksel ω2r = 220000xg)

• Forbrenningsenergi i bensintank på 40 liter,
ved utnyttelse  25%:                                    ca  4 · 108 J

• Energi ved 20000 RPM(omdr. per min):   
Ek = ½ I ω2 = 1,7 ·108 J

Sykloide
(et punkt på felgen ved rulling)
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Rulling (uten å glippe)

Translasjon    +   rotasjon    =      rulling

vcm =  ω v

Rått egg - kokt egg. 
Hvilket ruller fortest?

• http://fy.chalmers.se/~perolof/fyslek/
• (Leksaker | Mekanik | Äggkapplöpning )

Høyrehåndsregelen:
τ peker langs tommelen

τ plasseres gjerne langs rotasjonsaksen

τ = r x F Vektorkryssprodukt: Y&F Kap. 1.10
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Snelle med snor

• Krav til statisk likevekt:
– Ingen translasjon => Σ F = 0
– Ingen rotasjon      => Σ τ = 0     ( τ = r × F  )

» om enhver valgt akse

(Kort oppsummering)

• Trekkes mot deg ved liten vinkel α
• Trekkes fra deg ved stor vinkel α
• Vi fant:  Grense ved   cos α = r/R

(Statisk) friksjon er vesentlig for rulling, 
men friksjonsarbeidet er oftest neglisjerbart (rullefriksjon null).

(Men ved glipp/rutsjing er friksjonsarbeidet vesentlig).

Fra Angell & Lian:
Fysiske størrelser
og enheter,
s. 42.

L = r × m v

Rotasjon: v ┴ r
=>  |L| = r m v

90o

Rulleradius mindre enn ytre radius

R

r = rulleradius r2 = R2 – d2

2d

R
d

r

d = 0 (Rulling på flatt underlag): 
r = R    v = ωr     

Ek,rot = 2/5 · Ek,trans

d → R:
r → 0 v = ωr → 0   

Ek,rot >>  Ek,trans

d = √(3/5) R = 0,77 R :
r2 = 2/5 R2 v = ωr  = √(2/5) ωR = 0,63 ωR

Ek,rot =  Ek,trans
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Stivt legeme: 

L = I ω
τ = I dω/dt

Punktpartikkel:

L = r × m v
τ = dL/dt

Raskere rotasjon om samme akse:
ω→ ω + dω alle i samme retning
(N2-rot): τ dt = I dω
=> τ i samme retning som dω
=> F som i figuren

Hva hvis akseretningen skal endres?

ω

r

F

τ = r x F

dω

Spinn:  L = I ω Konstant!
Personer inn mot sentrum → I = Σ mi ri

2 avtar
→ ω må øke!

Kinetisk energi:    Ek = ½ I ω2 = ½ L ω

→ L konstant, ω øker

→ Ek øker! (hvorfra?)

ω

v

Ikke stivt legeme!
Katter lander
- alltid på føttene!

Bilder fra:
http://www.cds.caltech.edu/~mleok/falling_cats.htm
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Effekt = Moment · vinkelhastighet

Saab 9-3 1.8i 122hk.  Effekt og dreiemoment, diagram.
Den sorte kurven angir dreiemomentet i Newton-meter (Nm), 
den orange angir effekten i kW eller hestekrefter (bhp).

0 Nm

τ P =  τ · ω

60ω/2π

f = 4000 RPM
P = 70 kW
τ = 160 Nm

Stemmer med
P =  τ · ω
?

Vektorstørrelser:
v = ω x r     (*)
L = r x p
τ = r x F
a = d/dt(ω x r) = α x r  + ω x v 

=  at +   ac

Rulling (dvs. uten glipping)
• Statisk friksjon er vesentlig for rulling, men 

friksjonsarbeidet er oftest neglisjerbart.
(Men ved glipp/rutsjing er friksjonen kinematisk og 

friksjonsarbeidet vesentlig)

• v  =  ωr
(dvs. translasjonshastighet = banefart til periferien)

• Ek = ½ mv2 + ½ Iω2

Med I = c mr2 og ω = v/r :
Ek = ½ mv2 + ½ c mv2 = ½ m v2 (1+c)

Oppsummering: Hvilken ruller fortest:
Massiv kule
massiv sylinder, eller
hul sylinder ?

h

A

B

Den med minst c
i tregh.momentet I = c mr2

1. Kule
2. Massiv sylinder
3. Hul sylinder = ring

Uavhengig av størrelsen
(når rulleradius = legemets radius)
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Konstant-akselerasjonslikninger

Translasjon:
(konstant akselerasjon a)

v = v0 + a·t

s = s0 + v0·t + ½ a t2

v2 – v0
2 = 2as

Rotasjon:
(konstant vinkelakselerasjon α)

ω = ω0 + α·t

θ = θ0 + ω0·t + ½ α t2

ω2 – ω0
2 = 2αθ

Kap. 9+10.   Rotasjon av stive legemer
Vi har sett på:
• Vinkelhastighet ω = dθ/dt, vinkelakselerasjon α= dω /dt
• Sentripetalakselerasjon ac = - r ω2 = - ωv  =  - v2 / r
• Baneakselerasjon  at = r · α
• Rotasjonsenergi  Ek = ½ I ω2

• Treghetsmoment    I = Σ ri
2 mi → ∫ r2 dm (om en gitt akse)

• Dreiemoment: τ = r × F
• Spinn (dreieimpuls) =  L = r × m v 

For stivt legeme: L = I ω
• Spinnsatsen:            τ =  dL /dt (Newton 2 for rotasjon)

For stivt legeme: τ =  I dω/dt

• Eksempler: rulling, gyroskop (sykkelhjul), barnekarusell, m.m.

Oppsummering:

Kap. 9+10.   Analogier translasjons- og 
rotasjonsbevegelser

Treghetsmoment (om en gitt akse):
I = Σ ri

2 mi → ∫ r2 dm
• Alle I om massesentrum (cm):
• Ring om sentrum:  I =  M R2

• Ring om diameter:  I =  ½ M R2

• Sylinder eller skive om sentrum:  I =  ½ M R2

• Kule om diameter:  I =  (2/5) M R2

• Kuleskall om diameter:  I =  (2/3) M R2

Rullende legemer: I = c mR2 (c=1, ½, 2/5 etc.)
• Lang, tynn stav om midtpunkt:  I =  (1/12) M L2

• Rektangulær plate om midtpunkt:  I =  (1/12) M (a2 + b2)

• Om annen parallell akse i avstand d ( Steiners sats):   
I =  Icm + M d2

• Se også Table 9.2 i Young & Freedman.


