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Kvantemekanikk 2
Lpsningsskisse eksamen 17.1.1997

Oppgave 1

a} Den stasjonsere Schradingerlikningen i spalten (dvs. uten veggpotensialet} er

Hy=—(p+ed) v = By,

Med det oppgitte vektorpotensial blir dette

% 72 + (py + exB)? + p2| ¥ = Ev.
Her er p, = —thd/dz, osv. Siden p, og p, kommuterer med H og med hverandre kan de
ha felles egenfunksjoner. For p, er ¢*¥ en egenfunksjon, og der er ingen grensebetingelser
som skal oppfylles § y-retning.

Egenfunksjonene for p, er ogsé eksponensialfunksjoner, eventuelt trigonometriske funksjoner,
sinxz Og cosxz. | z-retning ma grensebetingelsene ved de ugjennomtrengelige veggene,
¥z = 0) = 0 og ¥z = L) = 0, oppivlles. Den farste krever at sin xz velges, den andre at
sin{kLYy=0,dvs sk =n,x/L, medn, =1,2,3,....

V1 setter altsa

Bz, 2) = € sin(n,w2/L) §(z),

og far ved innsetting 1 Schrodingerlikningen:
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Dette er ot kvadratisk notensial. For 3 f4 det pd standard form skifter vi nullpunktet for

. WMed g =1 — g, der
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Tp =

og w = eB/m blir dette .
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Hakeparentesen er Hamiltonoperatoren for en éndimensjonal harmonisk oscillator mead en-
ergiegenverdier {n + %}ﬁw. Egenverdiene for elektronet 1 magnetfelt blir derfor
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dern, =1,2,3,...08n=012,....



b) Med periodiske grensevilkir i y-retning skal ¢y + L,) = #{y}. Det vil medfore at
parameteren k mi vare en av verdiene k = n 2r /L, med heltallig ny,, som tilsvarer at
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Degenerasionen vtrer seg her ved at sentrum for oscillator-belgefunksjonen kan vare po-
sisjonert pd ulike steder i z-retning, med avstand Az = hf{eBL,} mellom hver tillatt
posisjon. I lengden L er det da ¢ = L;/Ax mulige slike posisjoner:

$
=3

—
—

g=§-BLyL,:=

|

da flukskvantet $; er h/e.

Oppgave 2 |
a) Det dominerende vekselvirkningsledd er H = #ﬁﬁ. Andre vekselvirkningsledd er

) = SA og HY = (egs/2m}SE.
H} og H} kommer av at en partikkel med ladning {—e) har kinetisk energi

(F+edf P
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+ H; + H,

med stralingsfelt tilstede, og i Coulombjustering. Hj representerer spinnets orienteringsen-
ergi — 3B i ytre magnetfelt, med magnetisk moment g = —{egs/ 2rm) 5.
Elektrisk dipoltilnzrmelsen betyr fysisk at atomets utsirekning er forsvinnende liten i
forhold til feltets belgelengde, og regneteknisk at e=*" erstattes med 1 i matriseelementet.
Forbudt overgang: {Fipli) =0, ev. {f|Fli} = 0, dvs at overgangenssannsynligheten bli
null i elektrisk-dipol-tilnzermelsen.

b) Integrasjon over alle retninger for k, og summasjon over polarisasjonsmulighetene for
fotonene pir
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Wisf = fzdﬁ—u-
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Vi bruker {fiFli}) = 7y; som polarakse, og legger én polarisasjonsvektor €, i planet



gjennormm k of 7. Den andre stdr da normalt pé dette planet.

Da ar

SOm EiT

Integrasjonen over retningene med 4§ = sin dddy gir tilsiutt
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c) La oss velge {310) som 3p-tilstand. Vi ma finne frekvensen og beregne matriseelementet.
(V1 ser bort fra forskjellen pd redusert masse og elektronmasse. )
Frekovensen finner vi direkte av Balmerformelen:

e L (_i + i) | £ 00| _ 5 | Bl

Matriseelementet er

..ﬁ = {‘Iﬁamiﬂwm} = E"T: fﬂ’:ﬂﬂ r cos ﬁ’gg.u 2% sin ¥ dif '."ir dr,

da matriseelementet av 1 = rgin ¥ cos 4 og av y = v 8in ¥ sin @ blir null pga w-integrasjonen.
Da tfa;¢ inneholder en cos & - faktor blir ﬁnkelintegrasjﬂnen

[ cos? sin® @8 = § [—cos® 9] = 1

I den radielle integrasjonen er det greiere 2 bmke p = r/ay som integrasjousvariabel i
stedet for r. Vi ma gjere integralet

y ag ; - g [ _5
|M} = g—fgj; (6 — p)(2— p)ple ™7 dp = ﬁfﬂ (124* — 80" + p°)e™¢* dp =
I
2112 41(6/5)° — 8- 5(6/5)° + 61(6/5)"] = 4 (6/5)°a0 = 1760y,

Etter innsetting av |M| kan overgangssannsynligheten skrives
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oge=73-10%m/s, a3 = 0.53- 10719 m fir vi
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0.33 - 1010

3p-tilstanden kan ogsd gd med tillatt overgang til 1s-tilstanden, for det tilsvarer {som
for 2s-tilstanden) |Al| =1 og Am = 0.

3
w?=1.1.768*(§) - ot “l—22.10757%

d) Se pd en ansamling av hydrogenatomer, og la det | middel vaere Nz og No atomer i
de to niviene vi ser pd (Vi skriver for enkelthets skyld 3 og 2 1 stedet for 310 og 200). I
termisk likevekt vil forholdet mellom antallene vare gitt ved en Boltzmann-faktor:

N3 _ o AEs-EDkT
My

P4 den annen side kan denne likevekten bare opprettholdes dersom
Mo {uftn + ) = Nwird,
Dia de to induserte overgangssannsynlighetene er like store far vi

w:’nd _ Ny _ 1
WP Mo — Ny T glEa—EnRT _ 1

Ved T = 1000 K er &T = 152 &V =0.0862eV. g E5 — Bp = % 13.6 eV = 1.889 eV. Det
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Ved denne ternperaturen er altsa indusert emisjon fullstendig neglisjerbar.
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Oppegave 3

FEn starrelse er en bevegelseskonstant dersom operatoren for sterrelsen kommuterer med
Hamiltonoperatoren /. I dette tilfellet er

H = conps + caapy + casp: + Smct.

z-komponenten av f=7x ger L, = yp, — zp,, og z-komponenten av 5 er S =
(Ai/2i)apces. Vi trenger de grupnleggende relasjonene {pg, x] = Kfi, osv, og at sterrelsene
@3, e, g, § har kvadrat 1 og antikommuterer med hverandre. Det siste medforer at ooy
kommuterer med 5 og med oy, sdlenge i, 7,k er tre ulike tall. Derved ser en raskt at en
del ledd kommuterer. De resterende leddene blir, ndr vi tar L. og 5. hver for seg.

(H,L:] = l[caapy, yp;] — leaap,, zpy] = —iheoop, + theoap, (1)
[H,5z] = leaapy, (h/2i)o00s] + [coap:, (Af2i)asas] = ~clidospy + chionp,  (2)

4



I siste linje har vi brukt at [on, axtn] = ojeg — aeoyon = 20y of tilsvarende os, aoog] =
-—2(.1’;.
Addisjon av (1 og (2) gir [H, J;] = 0, som skulle bevises.

Oppgave 4

a) Vi tester om J = J; ~ J3 er en dreieimpulsoperator ved & beregne kommutatoren mellom

to kartesiske komponenter, Siden J, og J» svarer til to ulike frihetsgrader kommuterer de
med hverandre. Vi far

[Jzs o} = [1z = Joz: Jiy — Fay) = iz Jrg] + [Joz, Jop] = R[S + Jo:) # RJ,
Alts er fi ~ Jo jkke en drejeimpulsoperator.

b) Partikler med heltallig spinn er bosoner, partikler med halvtallig spinn er fermioner,
54 deutroner er bosoner. Da posisjonsbglgefunksjonen er symmetrisk ma spinnfunksjonen
ogsd vere symmetrisk.

S4 til mulige spinnfunksjoner for topartikkelsysternet. Vi vet generelt at spinnverdien
for topartikkelsvstemet tar verdiene i heltallige skritt fra summen {S=1+1=2) av enkelt-
spinnverdiene til abscluttverdien av differansen (5 = |1 — 1| = 0. Men fordil symmetrien
er viktig her ma vi se litt n@yere pa det.

Det er ni mulige produkttilstander, og ordnet etter verdien pa 5; = 5, + Sy, er disse:

11{1]1’1{2) 5, =12

x1(1hxal2), xo(3ha(2) S, =1

xol(lixo(2), xa{l}x-2{2}h x1(U)xaf2) S, =10
Xo(L)x-1{2}, x_1{1)x0(2) 5= -1
x-1{1)x-1(2) Sz = =2

Det er klart at produlctet x,{1)x1(2) med 5; = 2 svarer til 5 = 2. Mindre 5,-verdier
for 5 = 2 kan fis ved 4 anvende stige-ned-operatoren

S_’= Sl_ + Sz_ .

Da 5_ er symmetrisk vil symmetrien alltid veere den samme for alle tilstander med en gitt
5.

Av de to produktene som svarer til 5, = 1 kan vi lage én symmetrisk og én antisym-
metrisk topartikkelunksjon, nemlig

X1 (Llxo(2) + xo(lha{2) oz xi(Uxe(2) — xo(1)x1(2).

Den symmetriske mé da here til 5 = 2, den antisymmetriske til S = 1.
Ay de tre produkiene som gvarer til 5; = 0 kan vi lage to symmetriske topartikkel-
funksjoner, {.eks.
xo{10{2) o xall}x-1{2) +x-1{1)xu(2),



(eller en Linesmrkombinasjon av disse), og én antisymrnetrisk,

x1{1x-1(2) — %1 {1)x2(2).

Den antisymmetriske mé here til § = 1, de symmetriske til § =2 og § = 0. Det er de
to siste mulighetene sorn er rajevante for vart system av to bosoner.

¢} Etter ovenstiende er

Zo{12) = Axo(1)x0(2) + Blxa{1)x-1(2) + x_1{1}x1(2)], {3)

en eller annen overlagring av de to symmetriske funksjonene som tilsvarer S=0. Aog B
er bestemt av at 52 55 = 0. Vi skriver

57 = 5:12 -+ g&-ﬁ- Eglgg = 5‘? -+ 5; + 2515, + 51_524. + S]_.|..5r:_

og far
§%=g = 2(4 + B)R? [2x0(1)x0(2) + x1{1)x=1{2} + x=1{1)xa (2}}-

Altsad er B = —A4 1 (3). Med normering far vi altsa

Zo(12) = \/ﬁ[%uﬂ]xﬂ(?} — x1{1)x=2(2) — x1(1)x (2)].

Siste spersiil er enkelt da

L=

(&2 - §% - 53) 50 = {0 — 28% - 2R%)5, = —2R" 5.




