Kvantemekanikk 2
Lgsningsskisse eksamen 29.8.1997

Oppgave 1

a) For en dreieimpulsoperator A gjelder kommuteringsreglene
[Az, Ayl =ik A, (og syklisk indeksbytte).

Vi har
[Ly &+ Sz, Ly £ 8] = [Lz, Ly] + [Sz, Syl = ih(L; + 5.).
Altsa er [J;, J,] = iRJ,, men [J{7), J{] # iRJ{™). Konklusjonen er derfor at
J er dreieimpulsoperator, J(-) er ikke.

b) Ved addisjon av to dreieimpulsoperatorer, J = Ji+Jo, vil generelt kvantetallene oppfylle
triangelulikheten
|J1—J2| <J<L< I+ o

I dette tilfellet er J halvtallig fordi J, er halvtallig multiplum av %, og triangelulikheten
gir at J er lik £ eller 1.

Vi har { 1), | 4), |1, 1), 11,0), og |1, —1) som byggesteiner. Ordnet etter egenverdien av
J. = L, + S, har vi fglgende seks produkttilstander:

Produkttilstand | J, /A
[ 11, 1) 5
| T31,0) 3
DI, 1) 3
| H1L-1) | =3
DL | -1
|, -1 | =3
Vi ma derfor ha
l212 = |T)|1v1)
l2?2 = ol MHL,0)+ 6] HIL, 1)
21 2) = PYITH]-?_]-)_"é]-}')]lsO)
3; 3 = 1D -1)

med ukjente koeffisienter e, 8,7 og 4. For & bestemme disse koeffisientene anvender vi
stigeoperatoren J_ = L_ + S_ pa tilstanden |%, %)

Ji3,3) =AVI 2= 1-0| DIL0) + A3 -3 +5- 3 DILY) = AV2[ DIL,0) + Al )L, 1)



Da J_[3,3) < |3,3) er a = /2 8. Normeringen |of? + |8} = 1 viser at vi kan ta o = 2

og B = \/E:
S L = /2,0 + Vi OILY

Ved & anvende J_ pi denne kan vi bestemme Ig, -%) Alternativt kan vi anvende J, pa
{2 —32) med samme resultat:

217 3
ST
13, -1 = V2 DL -1 £ /Z D1, 0).
M_———-“

En vilkarlig fasefaktor kan multipliseres inn i disse resultatene.
Det gjenstdr & bestemme koeffisientene i sammenhengene

| a| 11, 0) + 8] {)1,1)
=20 = ML, =1)+4d|1)[1,0)

1

=
Ll ST
T

Ortogonalitet mellom |3, 1) og |2,1) gir a\/g+ b\/g = 0, som med normering gir a =

5.0= —\/g, pa en felles fasefaktor neer. Tilsvarende gir ortogonaliteten (3,-ik -1 =

2 )
0ate= \/g,d = —\/g. Altsa:
55 = JUDILO - /2, 1)
3-8 = VHDIL-1) - 2] 1)1, 0)

3

Oppgave 2
Vi trenger
dp oO¥* L oY
%= T e

Innsetting fra Diraclikninga og dens adjungerte (der (AB)* = B* A" benyttes),

%% = —caV¥ — ifmch~ ¥
% = —cV¥TE +imc? Rt 3,
gir
g—’: = —¢(VI)AY ~ cU*GVY = ~c ((VIF)GY + ¥*GVE) = —cV (v7a¥) = -v7.
. Altsa er 80
B +Vi=0,



som skulle bevises.

Da
Y
p= U = (ISl ;"jj =5 il
i=1
s

er alltid p > 0.

Oppgave 3

a) Det dominerende vekselvirkningsledd er H, = £5A. Dette leddet kommer fra den

T m

kinetiske energi for en partikkel med ladning (—e),

M—i_*_ﬂ’_ki@
2m " 2m ! 2m

med stralingsfelt tilstede, og i Coulombjustering.
Elektrisk dipoltilnsermelsen betyr fysisk at atomets utstrekning er forsvinnende liten i
forhold til feltets bolgelengde, og regneteknisk at e=*7 erstattes med 1 i matriseelementet.
Forbudt overgang: (f|pli) = 0, ev. (f|F}i) = 0, dvs at overgangssannsynligheten blir
null 1 elektrisk-dipol-tilnsermelsen.

b) I elektrisk-dipol-approksimasjonen er overgangssannsynligheten proporsjonal med
2
[(nslalnai™
Ved & uttrykke koordinaten ved skapelses- og annihilasjons-operatorer,

h

+
2w (a+a7),

q:

ser vi at , 2
[(nglglna)|? oc [(rpl(v/Ailne — 1) + Vi F Tng + 1) =0
hvis ny # n; = 1.

Videre er w, = Wnpun-1 X 7, sa derfor er

Wn

I3

wy
Det eksplisitte uttrykket for w; finner vi fra punkt a):

40 , h 20

2
Wy = = WP = he?.
3¢2 2mw  3me?



¢) Nar vi kaller det midlere antall partikler i niva nr. &£ ved tida ¢ for zx(¢) vil de spontane

overgangene gi folgende tidsutvikling:

dl‘g . W - T
a 2 -T2
dzy = Wy -1+ W
di = 1° I 2 I2

Losningen av (1), med startbetingelsen z,(0) = N, er
To(t) = Ny e~v2.

Innsetting i (2) gir

dz

—-d—tl' + WT] = Wels = ngoe"‘””.
Dette kan skrives

it @ _
€ wlta (:rlew“) = ’ngge wzt’

eller, ved hjelp av wy = 2w,

d wi —wit
E (Ile ! ) = 2IV0’LU1€ 1

Integrasjon gir
7%t = —2Nye~¥'* + konstant.

Da z; =0 ved { = 0 far vi at konstanten er lik 2Vy. Dvs
z.:e"t = 2N, (1 — e“"’”‘) ,

eller
z1(t) = 2Ny (e““”‘ — e‘z‘"”) .

Omskrivningen
i(t) = %.No — %'ﬂfo (1 — 28"‘”1':)2

viser at maksimalverdien er Np, som opptrer ved tidspunktet ty = wi'In2.

Oppgave 4

a) Grunnlikningene er

—

(1)  V(F+ er(n(f)) = konstant

(2)  V?V(7) = —[—en(7) + ev. andre ladningstettheter] .

o

. Her betyr "konstant” det samme som ”uavhengig av 77, og ¢x(n) er maksimalenergien i,

en ideell fermigass ved partikkeltetthet n.



Likning (1) sier at overalt skal det mest energirike elektron ha samme energi. Likning
(2} er Poissons likning, som gir sammenhengen mellom potensial og ladningstetthet.

b) For smé endringer An i antallstettheten er

2

h?* 73\3 2 2 R /3\% An
Aer = % (;) [(n—!—/_\n)a —na] ~ — (—) —,

slik at likning (1) i punkt a) blir

VI(F) + Aep =0,
eller \ ,
h 3\ An
VI + om \E) =0

Vi har forutsatt at prgveladningen ligger i origo, og brukt sfaerisk symmetri.

c) Utenfor origo er det ingen andre ladninger enn elektronene, s likning (2) i a) er for
r>0

2 &’
VV = ~— An.
€0

Ved innsetting av An fra punkt b) tar dette formen
(dQ .2d

drt " rdr

) Vi) = < Vi), 3)

der vi har innfert konstanten

w|

}’L €o 3 _a
RS—E 12m (F) noe

Multiplikasjon av differensiallikningen (3) med r gir

d’ _
a‘ﬁ (TV) = Rs Z(TV).
Lgsningen av denne som ikke divergerer for r — oo er

rV = konstant e~/

eller
_ konst. e

V(r)

Tett inntil preveladningen ma et elektron fole den uskjermede Coulombtiltrekningen. Det
bestemmer konstanten, og vi far det skjermede Coulombpotensialet

ge —-r/R
Vir)= ——— /R
) dmegr ¢




