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Oppgave 1:

a)

b)

Hvordan transformeres et skalarfelt f = f(z) under en vilkarlig koordinattransformasjon
zh — TH?

Hvordan transformeres et kontravariant vektorfelt A* = A#(z)?

Et kovariant vektorfelt B, = B, (z)?

Et kovariant tensorfelt av rang to, Cpy = Cuu(z)?

Her er z = z# = (2%, 21, 22,2%) og p,v = 0,1,2,3.

Anta at koordinattransformasjonen z# — Z* er infinitesimal, dvs. at ZV = z#* + Az#
der Az* er infinitesimal. Vis at da transformeres skalarfeltet f over i f = f + Af, med

Af =—f Azt
Vis at tensorfeltet C,, transformeres over i 6’,“, = Cu + AC,,, med

ACuy = —Cpy Azl — Cp Az, — Cp,p AP .

Den metriske tensoren i den spesielle relativitetsteorien er

1 0 0 0

o -1 0o o
=19 0 -1 o0
0 0 0 -1

Et svakt gravitasjonsfelt kan beskrives av en metrisk tensor av formen

G = M + hyw
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der hyy = hyy = hy, () er en liten perturbasjon.
Lagrange-tettheten for feltet h,, er

C
L= E 77”’\’7“"77’” (hnu,p h)\u,a -2 hn,p,,p h)\a,u - hnA,p h;w,a +2 hm\,p hua’,u) 3

der C er en konstant.

c)

d)

f)

Vis at Euler-Lagrange-ligningene som fglger fra Lagrange-tettheten £ kan skrives pi
fglgende form:

7]”)‘ (haﬂ,nA + hn)\,aﬂ - h'cm,ﬂ)\ - hﬂn,a)\) + Nas nn)\ 77‘“/ (hnu,)\u - hls)\,;w) =0.

Hvor mange uavhengige ligninger er det?
Vis at dette ligningssettet er ekvivalent med ligningssettet

77"’\ (haﬂ,fc)\ + hfc)\,aﬂ - hom,ﬂ)\ - hﬁn,a/\) =0. (1)

Vis at en liten koordinattransformasjon z# — zZ* = z# + Az*, som ovenfor, gir fplgende
transformasjon av et svakt gravitasjonsfelt:

h;w > Euu = h;w - Azu,u - Amu,u 3 (2)

der Az, = nu Az”.
Er feltligningene ovenfor invariante under en slik transformasjon?

Anta en planbglgelgsning av ligning (1), av formen

huu(x) = €uw f(kpxp) ) (3)

der ey, = ey, er en konstant “polarisasjonstensor”, k, er en konstant bglgetallsvektor,
og f er en funksjon av en variabel. Anta at f”, den dobbeltderiverte av f, ikke er
identisk lik null.

Hvilke betingelser legger feltligningene pé e, k, og f?

I planbglgelgsningen gitt i ligning (3) er det mulig & transformere polarisasjonstensoren

ey ved hjelp av koordinattransformasjoner som i ligning (2).

Vis at det fglger av feltligningene at:

1) Hvis k,k* # 0, fins det en koordinattransformasjon som gjgr ey, = 0.

2) Hvis k,k* = 0, og mer spesielt hvis k, = (1,0,0, —1), fins det en
koordinattransformasjon som gjgr

e =
v —a

o O o O
O o8 O
oo oo

—_

>

~—

der a og b er konstanter.
Hva viser dette om egenskapene til gravitasjonsbglger?
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Oppgave 2:

Gitt et gravitasjonsfelt, beskrevet av den metriske tensoren g, og gitt et elektromagnetisk
felt, beskrevet av firevektorpotensialet A,,.

La z# = z#(7) veere tid- og romkoordinatene til en punktpartikkel, som funksjon av en
parameter 7 (egentiden). Den firedimensjonale hastigheten til partikkelen er £# = dz#/dr.

Lagrange-funksjonen er

1
L= —§mg,wd:":i"’ —-qA, " .

m er hvilemassen til partikkelen og q den elektriske ladningen.
a) Utled Euler-Lagrange-ligningene som fglger av Lagrange-funksjonen L.

b) Anta at A, =0, og at g,, beskriver en plan gravitasjonsbglge.
Mer presist, la g,, = nuy + by, der hy, er en liten perturbasjon som gitt i ligning (3).
Anta at bglgetallsvektoren k, = (1,0,0,—1) og at polarisasjonstensoren e, har formen

e’_“/ =

oo oo
oo e O
OQIOO
[ en R an B e )

(Vi setter altsd b = 0 i ligning (4)).
Anta at funksjonen f i ligning (3) er lik null utenfor et endelig intervall, det vil si at
bglgen passerer et vilkarlig punkt i rommet innenfor et endelig tidsintervall.
Anta ogsd at partikkelen hele tiden beveger seg med en hastighet som er mye mindre
enn lyshastigheten c.
Vis at da fins det en (tilneermet) lgsning av bevegelsesligningene av formen
xO =cr, w3 =0 , il — Ul eaf(CT) , iz — u2 e—af(m') ,
der u! og u? er vilkarlige konstanter.
Hvilken innvirkning har gravitasjonsbglgen pa bevegelsen til partikkelen (“fgr” sam-
menlignet med “etter”)?
Kan en eventuell forandring i bevegelsen observeres?



