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Lgsninger
la) Et skalarfelt transformeres slik under en koordinattransformasjon z# s T#:
f(@ = f(z).
Et kontravariant vektorfelt A* transformeres slik:
. OFH
AM(T) = pp ®z) .
Et kovariant vektorfelt B,, transformeres slik:
~ oz"
Cuy(x) = 5‘57 BK($) .

1b)

1c)

Et kovariant tensorfelt C,, transformeres slik:

~ . 0Oz" 0z
O;u/(z) = Ik WCK)\("E) .

Dersom z* — TH = z* + Ax*, der Az* er infinitesimal, sa er
o+ OAzH
By
9o~
0g
oz _gn_ OAz* .

orv Y Oxv
Det siste fglger av det fgrste, idet koordinattransformasjonene z# — z# og z# — z#
er inverse av hverandre, og derfor ogsd matrisene dz# /0% og 0Z*/0z” er inverse av
hverandre. Vi neglisjerer hele tiden alle ledd som er av andre eller hgyere orden i Az.

For skalarfeltet f = f(z) gjelder at f(z + Az) = f(z), og siden Az er infinitesimal,
betyr det at

Flr) = _ 0f(z)
f(2) = f(z - Az) = f(z) — Azk =0
For tensorfeltet Cy, = Cp, () har vi at
~ . OAzF ,  O0Az?
8, + Az) = (au - ) (ay S )cm(x) .

Ved en enkel omforming far vi det som skulle vises, til fgrste orden i Az.

Euler-Lagrange-ligningene far vi kanskje enklest ved & beregne de deriverte 9L/0hqs,,
som om symmetrien hng = hg, ikke eksisterte, og sd symmetriserer vi etterpd. Det gir

ligningene
d [ oc + oc \ 0
dz? \Ohapy  Ohgay)




1d)

der

d oL — c aX fv _~yo K %]
dz7 <3haﬁ,v) ) (77 10" Pavoy + 15107 Ry py

_Qnaknﬁunw Proy = 2nnanmnpﬂ Posgs,pry
_naﬂnuun’yﬂh/w,a'y - nn/\naﬁnp’yhn)\,m

+ 200 1 By + 2000 P b g )
= C (0™ 0™ W7 oy = 2P By — 00 01 Py
00N By + 1P B )
= O™ P (hiaw — 2Pip v + B )
+Cn P (R rw — Py -

Symmetrisering (og divisjon med 2C) gir fglgende Euler-Lagrange-ligninger:

na"ﬂﬂ'\ﬂ“'/ (hn)\,uu + hllJ/,K)\ - hn,u,)\u - h')\u,m/) + "]aﬁ"]m\"?lw (hnu,)\u - hm\,uu) =0.

Vi kan nd bruke den uperturberte metriske tensoren 7, til & flytte indeksene a og 3
ned. Dvs., vi multipliserer med 7,,753. Det gir ligningene
1 (s + Pyvyys = Poypse = Bspopw) + tysT 1™ (hprw = Bauw) =0, ey

som skulle vises.
Det er 10 uavhengige ligninger, like mange som det er uavhengige komponenter av h, .
For & vise at ligning (1) impliserer ligningene

N (P pw + hyvys = By sv — hopp) =0, (2)
kontraherer vi indeksene y og d, dvs. at vi multipliserer ligning (1) med 5. Vi bruker
at 777‘57175 =4, og vi far da at

77’0\7’,“/ (hnu,)\u - hfc)\,;w) =0, (3)

som vi kan sette tilbake inn i ligning (1). Dermed har vi vist implikasjonen den ene
veien, fra ligning (1) til ligning (2).

For a vise implikasjonen den andre veien, fra (2) til (1), ma vi bare vise at ligning (2)
impliserer ligning (3). Det gjgr vi pa ngyaktig samme mate, dvs. at vi multipliserer
ligningen (altsa ligning (2)) med 7.

Vi bruker punkt 1b). Siden g, = 0, + hyy er en tensor, har vi at
Aguy = —gpu Axh, — gupAzh, — guv,pAz” .
Her er Agy, = Ahyy, 08 guvp = buv,p. Videre er
I ATl = np, Ak, = Az, ), .

Vi neglisjerer ledd av typen h,, Az, som er “dobbelt smd”, idet bide h og Az er smi.
Det gir at

Ahyy = —Axy ), — Azyy
som skulle vises.
Ved innsetting ser vi at lNIW = hyy + Ahy,, er en lgsning av ligning (2) hvis og bare hvis
huv er en lgsning. Det vil si at ligning (2) er invariant.



le) Nar hy, = ey f(kyz”), sd er
hopx = eaﬁknf'(kpa:p) ,
haﬂ,m\ = eaﬁknk)‘f"(kpx”) .
Dersom f” ikke er identisk lik null, s er feltligningene (2) ekvivalente med at
m\(

N (eapkrkr + exrkakp — eaxkgky — egckaky) = 0.

Eller, med en liten omskriving:
eap(kk®™) + (N exn)kaks — (€ank®)ks — (egck™)ka = 0. (4)
Feltligningene legger ingen begrensning pa funksjonen f.

1f) Anta at Az# = a#F(k,z”), med a* konstant. Da gir ligning (2) i oppgaveteksten at

Py = hyy — auky, F' (kpzP) — ayky F' (kpz?)

Her er a, = nya”. Hvis F' = f, og hvis hy, = ey, f(kyz?), samt 71,“, = €u f(kpzP), s
far vi at
gl“’ = ep,y - auk‘/ - aykM .
1) Hvis k,k* # 0, sa sier ligning (4) ovenfor at
€af = —Ak‘ak'g + Bakﬂ + Bﬂka .

Der

A K
N eaxk
A= , B, = .
K,k * 7 kuk#
Da kan vi oppnd at €, = 0 ved at vi velger

A

2) Hvis k, = (1,0,0,—1), sa er k,k* = 0, og ligning (4) ovenfor sier at
Akokg — Bokg — Bgko =0,
hvis vi definerer
A=n"er=ew—€e1—exn—€3,  Ba=eawk™ =ea0+€as.

Fglgende tilfeller er ikke-trivielle:

a,B=0,0 : A—-2By=0,
a,ﬁ=0,1: Bl=0,
a,B=0,2 : By =0,
@,f=0,3: —A+By—B;=0,
a,f=1,3": B =0,
o, =23 : By =0,
@B =33 : A+2B3=0.



2a)

Av dem far vi fire uavhengige ligninger:

B, = eln+es = 0,
By = ey tes = 0,
A—-2By = —ep—e;1 —exp—e3—2e3 = 0,
A+2B; = ep—enn—exntezt+2ep = 0.

Siden eg3 = e3g, gir det at
enntex=0.

Gauge-transformasjonen

eoo+2a0 entar ep2tax e3+az—ag

el + a1 e1l €12 e13 —ai

ez + a2 €21 €22 €23 — a2
esot+a3—ap €31 —ar ez —az €33 — 2a3

€uv = ey +ayky, +ayk, =

med

€00 €33

a0=——2——, a1 = —€p =€13, a2 =—€p2 =¢€23, a3= ——,
gir da at €, fir den formen som er oppgitt i ligning (4) i oppgaveteksten.
Hva viser sa dette om gravitasjonsbglger?
En ikke-triviell gravitasjonsbglge er en som ikke kan transformeres bort fullstendig
ved hjelp av en koordinattransformasjon.
En ikke-triviell plan gravitasjonsbglge forplanter seg med lyshastigheten, fordi den
ma ha en bglgetallsvektor k, med k,k* = 0. Gravitonet m4 altsi veere en partikkel
som har masse m = 0.
I likhet med en plan lysbglge er gravitasjonsbglgen polarisert transversalt pa for-
plantningsretningen, og har to ikke-trivielle polarisasjonsfrihetsgrader.
Men polarisasjonen til gravitasjonsbglgen beskrives av en symmetrisk tensor av
rang to, istedenfor av en polarisasjonsvektor som for lysbglgen.
(Fotonet har spinn 1, mens gravitonet har spinn 2. En partikkel med masse m > 0
og spinn s = 0,1/2,1,3/2,... har 2s + 1 spinnfrihetsgrader, mens en partikkel
med masse m = 0 og spinn s har maksimalt to spinnfrihetsgrader, idet den har
spinnkomponent =+s langs en akse som er parallell med impulsen.)

Euler-Lagrangeligningen:
oL 4 (QL_) —0
oze dr \9z>) '’
blir som fglger:

1 " . d .
—3 MGuv,a®t' s’ — qAu ot + s (Mmgarz” + qAa) =0.

Eller, litt mer utfgrlig skrevet ut:

1 " . .
m (—5 Guv,a + gau,u> 3" 4+ q(—Apa + Aap)t? + mgaZ” =0.



2b) Med A, = 0, samt gy, = Ny + hy 0og Ry = ey f(kyz?), far Euler-Lagrange-
ligningen fglgende form:

1
(—'2- e”yk‘a + eayku) f,(kpmp) x’ﬂi” + nauié‘/ =0 ,

nar vi dessuten neglisjerer leddet h,, V.

Vi antar at k, = (1,0,0,—1), og at alle komponentene ey er null med unntak av
e11 = —eg = 0.

Vi far fire ligninger, for « = 0,1, 2, 3:

~5 G “YF( ko) +x° ,
(e ") (kud”) f'(kpz?) — ;
(€203 )( uw“)f'( zP) — ;

3 (ewta?) ' (kya?) -

0 — 23. Av bevegelsesligningene fglger at 30 — 3 = 0.

Her er kyz? =z
For bglgen kommer, og etter at den har passert, er £° — 43 = ¢ =lyshastigheten.

Folgelig er 2° — &3 = ¢ til enhver tid, og
kpx? = x° — 1® = ¢(7 — 1)

for en konstant 79. Vi antar her at 79 = 0. Siden uttrykket
euwds” = a ((#1)2 — (5%)?)

er kvadratisk i de sm& hastighetskomponentene z! og %2, antar vi at det kan
neglisjeres, slik at vi far at

P=5=0.

Videre har vi at
61,,.’1.3'} = ai 9
e ¥ = —ai? .

3 = ¢, har vi da fglgende bevegelsesligninger for z! og z2:

i = cai! flc(r — 1)),
i = —cai? f'(c(t — ) .

Ved innsetting kan vi kontrollere den oppgitte lgsningen.

Hastigheten til partikkelen er den samme fgr og etter at bglgen passerer, fordi f = 0
fgr og etter. Men det er fullt mulig at banen til partikkelen forskyves sidelengs
i forhold til hva den ville ha veert uten noen gravitasjonsbglge. Integrasjon av
hastighetskomponenten ! gir f.eks., for en vilkarlig valgt 7o for bglgen ankommer:

z(7) - (a:“(To) +ul(r - T())) =yl /TT do (e“f(c") - 1) .

Og dette integralet kan godt vaere forskjellig fra null i grensen nar 75 =& —o0 og
T — 00.

Siden en eventuell sideforskyvning er forskjellig for partikler som beveger seg med
forskjellig hastighet, burde effekten vare observerbar.

Siden k,if = ° — &



