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Oppgave 1

a) En gitter-fermion modell for to koblede 2D systemer (to koblede plan) er gitt ved

2
B o= 13 S0+ H

n=1 ijo

Hy =t Z[CI.SI)CS.? +he]+ Ty _E[c.*,i" D, + hel.
e

LW

Her betyr h.c. hermitesk konjugert. c"'(") kreerer et fermion pa gitterpunkt ¢ i plan n,
med spinn o.

i) Forklar hvilke prosesser de enkelte ledd i H; beskriver.

b) En gltter-fenmon modell for S = 1/2 fermioner er definert pa et 2D kvadratisk
gitter ved Hamilton operatoren *

H =t Z c”c_,,,+U En,;n,'1+V Zn,nJ

<6 <5, 5>
= ) Mg
-3

< 4,J > betyr summasjon over narmeste naboer, ¢t > 0, og (U, V) > 0. Det antas at
Pauli prinsippet innebzerer hgyst to fermioner pa hvert gitterpunkt. Systemet har i
gjennomsnitt ett fermion per gitterpunkt, og like mange 1 spinn som | spinn.

i) Forklar hva de to siste leddene i H; representerer.

ii) Sett V = 0. Forventer du at systemet ved T = 0 er en isolator eller et meta.ll nar
U/t » 17 Begrunn svaret.

iil) Sett U = 0 og V/t > 1. Tegn opp den spinn fordelingen du forventer pa gitteret
ved T = 0.
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Oppgave 2

BCS-modellen Hpcg for en superleder er definert ved en effektiv vekselvirkning mellom
elektroner

Vk,k' = =V f(k, k‘)§ lex = pl, |5k' — 4] < wp
= 0; ellers.

Her er x4 kjemisk potensial. wy er en frekvens som definerer hvor den effektive elektron-
elekiron vekselvirkningen kan vere attraktiv. Hpcs diagonaliseres i middelfelt ap-
proksimasjonen ved Bogoliubov transformasjonen

iy = "9')‘7:. + "k s = u§¢+)nk — w7 n

up® = [1:& 1, B} = [ex — ) + AL

Med dette valget av uf‘:) finner en

Hpecs=Eo+ ) Ev[v v + nim ]
p

hvor Ej er en konstant. 4 og n; er fermion operatorer, og Ay er gapet i deres spektra
som ma bestemmes fra gap ligningen

Ay = — EVk'.kbk'
K
b = <« C—k,| Ck,1 » -
< A > er forventingsverdien av A tatt i egentilstanden til den diagonaliserte Hpes.

a) Bruk Bogohubov transformasjonen til & eliminerere b; fra gap hgmngen, og vis at
den kan skrives pa formen :

Ar=- 2 Ve B xw (T).
k'

Vis derved at (8 = 1/kgT)

XH(T) = 57 tanb (2%

—)
ved & bruke at

1
< AT >=< i >= — e — .

b) Bruk

Sk, k') = Gk G-
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Vis at k- og T-avhengigheten til gapet faktoriserer. Angi k-avhengigheten.

c) Anta at superlederen er definert p3 et 2D kvadratisk gitter, £, = —2(cos k. +cos k),
og gr = gin k- sin k,. Skisser typisk Fermi-niva, definert ved g4 = g, ndr pu < 0, u = 0, .
# > 0. Angi fortegnet pa gapet i 1. Brillouin-sone. Hvor mange null punkter har dette
gapet pa Fermi-niva?

d) Hva er forskjellen pa en perfekt leder og en superleder? Hvorfor er resistiviteten i
en superleder null?

QEEEa.ve 3

En antiferromagnetisk Heisenberg modell for en § = 1/2 isolator er definert pa et
d-dimensjonalt gitter ved Hamilton-operatoren

Hy =-J Z Sj-Sj; J <.

<i, >

< 1,j > angir summasjon over narmeste naboer. Det d-dimensjonale gitteret kan deles
opp i to undergittere A og B. Holstein-Primakoff transformasjonen fra spinn-operatorer
pa A og B til boson-operatorer a;,b; er

St =1/2—af ay SE=-1/2+0b} b

og tilsvarende for S;;, S;,. Lavenergi eksitaéjonene for denne modellen er spinn-bglge
kvantene A, og B, definert ved Bogoliubov transformasjonen

@ = UgAg—v B by =u,B, — v, AT
1 d 1 d
2 = g
uq = 5(-—.._.'..1)’ 03_5( ......1).

aq, by er Fourier transformene til a;,b;. Med dette valget av u,,v, fies i harmonisk
approksimasjon

Hy = z Wy [A":’Aq + B} B,]

q

w, = K|J|JE—-
d

Y = E COS Q-
a=1

Gitterkonstanten er satt lik 1, og K er en numerisk konstant.

a) Vis at dispersjonsrelasjonen for sma q er gitt ved

we = K|JIVd Jg|.
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b) Bruk Holstein-Primakoff og Bogoliubov transformasjonene til & vise at magnetis-
eringen pa et undergitter A er gitt ved
' Na | 1
MA = <:SAI>='——'— vl — u24-v2 ————
| z.: o2 4 Zq:[ ol e =1

hvor B =1/kgT og N, er antall gitterpunkt pa A. En kan bruke at 3°; afa; = T, a7} q,,
og at A,;, B, er Bose-Einstein fordelte.

c) La d > 2. Vis at T-avhengigheten til magnetiseringen pa undergitter A for lave
temperaturer har formen

MA = My — A,190

Det kan vises (skal ikke vises) at T-avhengigheten til MZ = T°; < S8 > har samme
form. |

d) For en ferromagnet gjelder for sma q og lave T

Wy o q2 :
M = Myr — Ap T/,

Forklar forskjellen i temperatur-korreksjonen i magnetiseringen for ferro- og antiferro-
magneter ved & sarnmenligne dispersjonsrelasjonene.
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