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Oppgave 1 (Teller 20%)
Den enkleste type superledende gap-funksjon A(e) bestemmesi BCS teorien fra lignin-
gen

A(e) = VN(ep) f “ de' Ale) x(€)

-tae

_ tanh(8E/2)

x(e) 5F

hvor ¢ er eksitasjons spekteret for den ikke-vekselvirkende elektron-gassen malt fra
Fermi-nivaet ep, N(er) er tetthéten av én-partikkel tilstander pa Fermi-niva, E =
Vet + A% 3 =1/kgT, og V er en svak effektiv attraktiv vekselvirkning mellom elek-

. troner. w, er en energi som er mye mindre enn ef.

a) Finn el eksplisitt uttrykk for A ved T = 0 ndr VN(er) < 1. Finn ogsa et uttrykk
for kritisk temperatur T, for systemet nar VN(er) € 1, der T, er den hgyeste verdi av

temperaturen T som tillater en ikke-triviell lgsning A # 0 av gap-ligningen. Hva blir
AT =0)/kpgT.?

b) Forklar hva Meissner effekten er, og hvordan en gap-funksjon A # 0 gir opphav til
Meissner-eftekten.

c) Forklar ved et enkelt fysisk bilde hvordan en svak elektron-fonon kobling gir opphav
til en effektiv svak tiltrekkende vekselvirkning mellom elektroner. Hvordan kan denne
svake tiltrekningen overkompensere en sterk Coulomb-repulsjon?

Oppgave 2 (Teller 40%)
a) Skriv ned et uttrykk for Feyhman-diagrammet

K(q,w) =
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nar det gar en total impuls g og frekvens w gjennom diagrammet fra venstre mot hgyre,
(Diagrammet beskriver, i en enkel approksimasjon, par-susceptibiliteten i et metall)..

h) Utfer den indre frekvens-summasjonen, og vis at svaret kan skrives pa formen

[1 — n(ex—q)] [1 — n{ex)] n(ek—q) n(ex)
Z[ W —€ex — €x—q + 7 _w—ek——ek..q-ir)]

K(q,w)=

hvor n(ex) = 1 — O(ex — er), er er energien til Fermi-nivaet, og i er en infinitesimal
positiv sterrelse.

c) Se pa tilfellet w = 0, q > 0 hvor en kan bruke at K(q,w) er reell (skal ikke vises).
- Vis at

K(q—0,0=0)= E 2"(6")

Bruk dette resultatet ogsa for temperatur T > 0 til & beregne K(q — 0,w = 0) som
funksjon av T.
Hint: Konverter den indre impuls-summasjonen til et energi-integral

z ——»N(CF) wdc
k —uh

hvor._. wo beskriver et tynt energi-skall rundt Fermi-niva. N(er) er én-partikkel tetthet
av tilstander pa Fermi-niva. Energier er malt relativt Fermi-nivd. Bruk ogsi at for
T > 0 har vi

Bex

n(ek)——[l*t anh(==)); B =1/ksT

e) En par-susceptibilitet K(q,w) som er renormalisert av mange-partikkel effekter kan
finnes ved en resummasjon til uendelig orden i perturbasjons teori, av diagrammet i
oppgave a)

7 K (Qa w)
K(quw)= ——=—r——

(@w) =72 VEK(q,w)
hvor V < 0 er en effektiv koblingskonstant, som beskriver svak attraksjon mellom
elektroner. Ved hvilken temperatur divergerer K(q,w), og hva signaliserer denne di-
vergensen?

Oppgave 3 (Teller 40%)
Et vekselvirkende mange-partikkel system har en Hamilton-operator gitt ved
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Egenstilstandene og egenverdiene til Hy forutsettes eksakt kjent, mens V' er en pertur-
hasjon som gjer at problemet ikke lenger kan lgses eksakt.
a) Angi generelt tidsutviklingen til en tilstand |1(f) > og en operator O(t) i vek-
selvirkningsbildet.
b) S-matrisen {evolusjons-operatoren) til et mangepartikkel system er definert ved dens
virkning pa en mangepartikkel tilstand | (¢) >, ved ligningen
[¥{t) >= S(t,1) w(t') >

Vis at i vekselvirkningsbildet er S(¢,#) lgsningen av integral ligningen
(1)

/\!
t "
Stt)=1—i / dty V(1)) S(ts, ')
tf

Vis at et formelt eksakt uttrykk for S(¢,t') er gitt ved
. E L ot
IS .’ = —— e m e m
(Lt)=1+ 3 /t dt; j, dtm TV (t1)..V(tm)]

m=1

hvor T er en tidsordningsoperatot.
¢) Innfer perturbasjonen V adiabatisk, og la |¢ > betegne eksakt egentilstand til det
uperturberte systemet, [¢ >= |#(—oo) >. En-partikkel Green’s funksjonen G(A; ¢ —t')

er definert ved
Gt - ¥) = —i < WO)T[Ex(E)E (B]$(0) >

™
hvor A er et vilkarlig sett med kvantetall som beskriver én-partikkel tilstander, og
operatorene ¢)(t) er definert i Heisenberg-bildet. Vis at

&x(t) = S(0,1)ex(t)S(t, 0)

& (1) = 5(0,t)ci (£)S(¢,0)

hvor operatorene ¢\(t) er definert i vekselvirkningsbildet. Vis dermed at et formelt
eksakt perturbasjonsteori uttrykk for Green’s funksjonen er gitt ved (siden S har en

perturbasjonsutvikling)
. — + 7yt _
Gt — 1) = =i < ATIADeH(¢)S (00, ~o0)j6 >
< ¢|S(OO, —QO)|¢ >

hvor en kan bruke at



< ¢18(00, ~c0)
< 91S(c0, —c0) |6 >

< @|=

d) Angi et matematisk kriterium for nar en perturbasjons teori til lav orden i V for
S og G forventes a veere gyldig. Anta at Hy beskriver et paramagnetisk metall, mens
H forventes a beskrive en antiferromagnetisk isolator. Hvor palitelig er da en pertur-
basjonsteori til endelig orden i V for S og G? Begrunn svaret.

Oppgave 4 (Teller 20%)
a) Dyson’s ligning for én-fermion Green’s funksjonen i et vekselvirkende fermion system
gir resultatet

1

Glk,w) = w—ex — Z(k,w)

hvor selvenergien ¥ = Y5 + 1X; generelt er en kompleks stgrrelse. Det kan antas at
fermionene vekselvirker med Coulomb-krefter. ex er eksitasjonsenergien til fermionene
i det ikke-vekselvirkende tilfellet. Hvilke typer Feynma.n-dlagra.mmer bidrar til pertur-
basjonsutviklingen for G og £?

b) Vis at G(k,w) kan skrives pa formen
2k

D™ sy

”

nar dempningseffekter ikke er altfor store, og vis at zy, éx, og 7x er bestemt ved

éx.= ex + En(k, &)
zx = (1 - Dk, &)
7' = =5k, &)z
I'(k, é&x) = 0Zr(k,w) /0w =5

c) Hvilken egenskap ved et vekselvirkende mangepartikkkel system karakteriserer en
‘sakalt Fermi-vaeske? Kvante-wirer og enkelte organiske ledere er eksempler pé essensielt
én-dimensjonale vekselvirkende elektron systemer. Et slikt system postuleres & ha en
én-fermion Green’s funksjon gitt ved (T=0)

O(ex — er)
W (w— eg + 16)1-

Glk,w) =

hvor o = sinh®(V), V er en koblings-konstant som beskriver vekselvirkningen mellom
elektronene, w, er en karakteristisk energi-skala for systemet, og e, er en-partikkel
eksitasjonsspekteret for frie elektroner. Er dette systemet en Fermi-veeske for V # 07
Begrunn svaret, men det er ikke ngdvendig med detaljert regning.
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Felgende er oppgitt:

hvor (" er en rent numerisk konstant som kan antas kjent.

b(z)=1-8(—=x)
=1, z>0
=0; <0

- Noen Fevnman regler for konstruksjon av diagrammer:

i) Med hver linje , assosier en faktor

_ ﬂ(ek - ep) 0(8}:‘ - ek)
Go(k’w)_w—ek-l-i& + w—ex—14

hvor & er en infinitesimal positiv sterrelse.

i1) Integrer over indre impulser og frekvenser.
iii) Energi og impuls-beva.relsei hw.:rt vertex.
iv) Prefaktor i et diagram av orden 2M :

M (25 + DF(=1)F

- hvor F' er antall lukkede fermion-lgkker i diagrammet, og s er spinnet til fermionet
beskrevet av Gy.



