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Oppgave 1 y

I denne oppgaven skal vi studere perturbasjonsteori i et vekselvirkende system av elektroner
og fononer Fonon Hamilton-funksjoneh er gitt ved

H! = H{ + V.4(t) (1.1)
hvor
Héf = waa}(t)a;(t) - (1.2
q
og
Ver®) =Y ZM@-A,;(t)cT. 2082 (1.3)
. k,a 7

Her er A;(t) =ag(t)+a i(t) az(t) og at(t) er fononanmhﬂas_wns og kreasjonsoperatorer.
¢t (t) og c-. ,(t) er ditto for elektronene. Alle operatorene er skrevet i vekselvirknings-
bildet. Elektron Hamilton-funksjonen er gitt ved

H® = H + Veu(t) + Vs (2) (L4)
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hvor
Hs =) eget (e, (1) (1.5)
Eo
og
V)= D Vol@el, . Bk, . (B)cp o (H)eg ,(2) (1.6)

k Y fro,o!
hvor Vp(7) = 4we?/q? er den Fourier-transformerte til Coulomb-vekselvirkningen, V5(F) =
4r[r.

a) Det er en tilsynelatende tidsavhengighet pa hgyreside av uttrykkene for Hﬁf , ligning (1.2),
og H§, ligning (1.5). Vis ved eksplisitt regning at denne kansellerer.
Fononpropagatoren er gitt ved

(¢IT[A;(f)A (#')5(00, —00)]|4)

(8]5(00, ~00) ¢}

b) Forklar i ord betydningen av tilstanden |¢), operatoren S (00, —o0) og matriseelementet

($]S (00, —00)|#). Gi en fysisk tolkning av D(g,t — #).

c) Den frie fononpropagatoren Do(g, t—t') finnes ved & neglisjere fonon-elektron vekselvirknin-
gene. Vis at den blir

D(gt—t) =

(1.7)

Do(q,t) = —i8(t)e™ "1t — if(—t)eie* (1.8)

d) Vis videre at den Fouriertransformerte frie fononpropagatoren,

= -]

Do(§yw) = dt Do(g,t)e* (1.9)

—o0

er gitt ved
1 1 2wz
w—wy+id _w+w¢-—i5 . wz—wg.-l—ir] ’

Do(§,w) = - (1.10)

Hva er betydningen av de infinitesimale stgrrelsene § > 0 og 7 > 0?7 Hva er den fysiske
tolkningen av hver av de to leddene i summen i ligning (1.10)?

e) Tegn opp Feynmandiagrammene som svarer til laveste (2.) og nest laveste (4.) ordens
korreksjon til Dy(d,w) grunnet fonon-elektron vekselvirkningene.

f) Bruk Feynmanreglene til & skrive ned det algebraiske uttrykket for lavste ordens korrek-
sjon til Do(q,w) fra det relevante Feynmandiagrammet funnet i e). Den frie elektron—
propa.ga.toren er

Hleg —er) | Ber —€5)

Go(k w)- —e,‘+:6 w—ep—1i6

(1.11)
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Vi oppgir fglgende integraler:

= 1 1 —2ri |
/_m drz—A+i6 z~B~i§ A-B-2i§’ (1.12)
= 1 1 273
.[.m AW BIG-AB< (1.13)
Og
- =] 1 1 o0 1 )

g) Vis at & summere diagrammene

e e -5--

e
F OO

A

gir fglgende approksimasjon til fonoil-propaga.toren:

D™(gw) = Dy (§w) ~ID(F,w) . (1.18)

Hva er TI®)(g,w)?

k) Vi vender oss na til elektron-elektronvekselvirkningen. V5(g) = 4re?/q? tolkes som foton-
propagatoren. Bruk samme approksimasjon som i g) til & regne ut den dielektriske konstant
(¢, w), definert som

- 4me? 1
. @ ¢ &§w) (1:16)
nér elektron-fononvekselvirkningene tas hensyn til.
i) Vis at i den statiske grensen, w = 0, blir den dielektriske konstanten
2
e(§w=0) = 1 + N(ep) % - (117)

F ¢
Her er N(er) tilstandstettheten pa Ferminivéet. Hint: 25 = [ N(e)de ~ N(er) [ de og
O(c—er)+0(ep—e) = 1. Videreer].im,_..o[ﬂ(ep—e;)—&(ep—e;ﬂ.)]/[ei-—e;HJ = —8(eg—erF)..
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d = /87e?N(eF) (1.18)

som forekommer i uttrykket for ¢(d,w = 0), ligning (1.17). Hint: Hva skjer nir man
Fourier-transformerer V() — V(7)?

i) Gi en fysisk tolkning av

Oppgave 2

Det effektive potensialet elekironene utsettes for i en krystall er gitt ved

41re

f-ff(%w) DO(Qaw) + (21)

™ a) Vis at uansett hvor sterk den elektrostatiske vekselvirkningen er i forhold til elektron-
fononvekselvirkningen, finnes det alltid et frekvensomrade hvor V. eft er tiltrekkende. Hva
er fysikken i dette? :

b) Denne tiltrekningen forer til dannelsen av Cooper-par med energi E = 2¢p — A. Hva er
grunnen til at det kun er elektroner naer Ferminivaet som danner Cooper-par?

¢} Hvorfor domineres Cobper-pa.rda.nnelsen av elektroner med motsatt k-vektor og motsatt
spinn o7

Vi vender oss na mot BCS-teorien for superledning. BCS-hamiltonoperatoren er gitt ved

HBCS (e_ — p)c_. ck o + V’k E’c_ ct k C_Ep'lC_EJ’T. (2-2)
§ : Z +
Ee Ex

hvor i er det kjemiske potensial.

d) Utled middelfeltapproksimasjonen

Hy$® = Z(E — B} Cg g — Z [A”C* e FAR IR, 1‘] + ZA'bf (2.3)

hvor
bic. = (C—E,J.CE,T> (2.4)

og .
=) Vizbe (2.5)
Er

fra (2.2).
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Gjennom minimalisering av fri energi basert pa middelfelt-hamiltonfunksjonen (2.3) utleder
man gapligningen '

tanh(GE;/2)
Ap=- ; VieAp "—2}_,?"-— | (2.6)
hvor
E;= \/(c; — U+ A (2.7)

Ved 4 lgse ligning (2.6), bestemmer man energigapet Aj.

Vi antar na at matriseelementene Vig =-Vnirep, —er| <wp og leg — er| < wp hvor
wp er Debye-frekvensen til krystallgitteret. Vi antar videre at temperaturen er s lav at
det kjemiske potensialet # er lik Fermi-nivaet ¢p.

e) Vis ved hjelp av gapligningen (2.6) at A n3 er uavhengig av k. Videre vis at gapligningen
na kan skrives

1 /’ * tanh(pVE + A7) (2.8)
0

VN(er) Vel £ A?
Husk igjen pa overgangen 225~ [ N(e)de =~ N(er) [ de.

f) Finn den kritiske temperaturen T. = 1/B. hvorved gapet A forsvinner under forutset-
ning av svak elektron-fononkobling (slik at Bewp >> 1). Hint: f0°° dzln(z)/ cosh®(z) =
In(re=7/4), hvor v = 0.577--- er Eulers konstant,.

g) Vi studerer til slutt hvordan gapet forsvinner nar temperaturen neermer seg den kritiske
verdien T, under oppvarming. Vis at gapet forsvinner som

A(T) ~ (T, - T2 (2.9)

nar T — T. nedenfra,



