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Oppgave 1

Vi skal i denne oppgaven fgrst se geI;erelt pa andre-kvantisering. Deretter skal vi pense inn
pa Hubbard modellen. Anta en forste-kvantisert Hamilton for N elektroner i en krystall

pa formen
N

N
H=Y [__ V2+Zu,(r.] F Y VE -, (1)

i=1 i<}
hvor u;(7) representerer vekselvirkningen mellom elektronene og ion j i krystallen, og
V(71 —72) representerer vekselvirkningen mellom elektron 1 og 2. Videre anta at {2 (7, 3)}
danner et fullstendig sett. s er spinn-variabelen.

Skriv ned den andre-kvantiserte Hamilton-operatoren som tilsvarer (1) i den generelle -
basisen. Hvordan er matrise-elementene som inngar definert?

La oss na anta at .
tk-F

Preo)(Fr9) = o Xo(9) )

som er egenfunksjonene til den kinetiske energi-operatoren. Her er x.(s) spinn-bglgefunk-

sjonen.



b)

d)
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Hvordan ser den andre-kvantiserte Hamilton-operatoren ut i denne basisen? Gi en dia-
grammadtisk tolkning av hvert ledd. Under hvilke forhold er denne basisen nyttig?

Anta na at

Pa=(,n,0)(T>3) = ¢j,n(F)xo(3) (8)
hvor ¢; n(F) er atom-orbital n sentrert pa ion j i posisjon E,-, uj(F) = u(r, ﬁ,) @i n(F)
oppfyller ligningen

hZ
[—'2—- v+ 'Uj(’_")] $;,n(F) = €nddja(F) . (4)

m

Vis at den andre-kvantiserte Hamilton-operatoren i denne basisen kan skrives

_ E: t , n,m_t .
H2 - e”cj,n,dc.h"r” + tj,?l' cj,n,d'c'lmtﬂ'

jin!a ﬂ'j!m,‘-!a

+3 0> X DI 7 el S (5)

J1,J2,J8,J4 N1R2,Na,Ne 01,02,08,04

1 1

€j1,n1,01Cja,n2,02Ca,n8,08Cjam4,04 -

Uttrykk ¢71™ og V1123707 eksplisitt som matriseelementer.

Hubbard Hamilton-operatoren er
H =t Z c'?'ra'cj’a + 12{ an’anjv_ﬂ' (6)
(‘.'J.)r". B

R
hvor nj, = ¢; ,¢j o er telleoperatoren. (...,...) betyr sum over nzzrmeste naboer.

Gjgr og diskuter de fysiske antagelser som er ngdvendige for & komme fra uttrykket i (5)
til Hubbard-modellen i (6).

Vi ser na pa Hubbard-modellen for en krystall bestaende av to ioner — et problem som
ble lgst av Falicov og Harris i 1969.

Hvordan ser Hubbard-modellen ut i dette tilfellet? Hvor mange forskjellige energi-egentil-
stander har modellen na?

Finn alle energinivaene i dette systemet. Anta at ¢ = —1. (Hint: Regn systematisk
ut energiene for ingen, ett, to, tre og fire elektroner i systemet. Veer forberedt pa &

_ diagonalisere matriser. To-elektrontilfellet medfarer mest arbeid.)



a)
b)

™

d)
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Oppga.ve 2

Vi ser i denne oppgaven pa den antiferromagnetiske Heisenberg-modellen for en S = 1/2
isolator i to dimensjoner. Hamilton-operatoren er gitt ved

H=—J2§i'§j. (D
(i.5)
Anta kvadratisk gitter. {...,...) betyr sum over nezrmeste naboer.

Hvilket fortegn ma J ha for at dette skal vaere en antiferromagnet?

Vis at grunntilstanden pa det kvadratiske gitteret kan deles opp i to ferromagnetiske un-
dergittere. Vi kaller disse gitterne A og B.

Spinn operatorene S; = (S, 5, S7) oppfyller kommutasjonsrelasjonene [S?, S¥] = i6; ; 5%,
[SY,8%] = 16 ;S og [SF,SF] = i4;;SY. Vi definerer spinn stige og senke-operatorene
S = 57 415Y som da oppfyller kommutatorene [S?, S;':] = :I:J.-,_,-S;‘: og [St, S]] = 24; ;8%

Vis at Heisenberg Hamilton-operatoren blir uttrykt ved disse komponentene

H=—J) (Sis;+5Fsy). (8)
(i.5)

Vi studerer na lavenergetiske eksitasjoner pa grunntilstanden. Dette gjgres gjennom bruk
av Holstein-Primakoff transformasjonen. Pa undergitter A definerer vi denne som 57 =
1/2 — ala;, S} = (1 — ala;)1/%a; og S;7 = al(1 — ala;)'/2. P4 undergitter B definerer vi
8% = —1/24+b:b}, 8F = (1-5:61)1/2b} og S = bi(1—b;b!)!/2. a; og b; er boson-operatorer:
[a,',a;] = §; j, lai,a;] =0, [b,-,b}] = &; j, [bi, b;] =, [ai,b;] =0 og [a.',b}] =0.

Vis at Hamilton-operatoren til kvadratisk orden i e; og b; operatorene kan skrives

H=F -4 Yda-4a7Y bl -7 Y (at) +at) (9
iEA jEB (i€A,jEB)

hvor Ey er en konstant.

Vi uttrykker nd a; og b; operatorene ved deres Fourier-komponenter. Altsa, vi definerer

ag = (1/vNa) X;c 4 ai exp(iq - 7i) og by= (1/v/NB) X ;cp bjexp(—iq- ;). Naog Np er

_ antall gitterpunkter i undergitterne A og B.
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e) Vis at (9) kan skrives

H = B - 47 (alor + bfbg) ~ J 3 (ot} + agby) (10)
7 7
hvor 47 = 2(cos g + cosqy) (nar gitterkonstanten er satt lik en).

Vi foretar nd en Bogoliubov-transformasjon av operatorene ag og by. Vi definerer nye
operatorer Ay = uzyay + vﬁb;. og By = vga;. + ugbg. ug og vy er reelle funksjoner av ¢.

f) Vis at hvis vi velger uy = cosh@ og vy = sinh#é, er Ay og By boson-operatorer. Hva er
fysikken bak Bogoliubov-transformasjonen?

g) Vis at nar vi setter tanh 26 = ~;/2, far Hamilton-operatoren den gnskede form

H = C +) wr (Al4; + B}B;) (11)
7

2\ 1/2
wg = —2J ( - %) . (12)

(Hint: sinh®#6 = (1/v/1 — tanh® 26 — 1)/2.)

h) Hvordan oppferer dispersjonsrelasjonen wy seg for smé ¢ — det vil si lange bglgelengder?

hvor C er en konstant og

i) Dispersjonsrelasjonen for Heisenberg ferromagneter er
wg = J(4-1). (13)

Hvordan oppfgrer denne seg for sma q? Forklar kvalitativt forskjellen mellom de to
dispersjonsrelasjonene (12) og (13) i denne grensen: Hva er fysikken bak forskjellen?
Magnetiseringen pa undergitter A i antiferromagneten er gitt ved
Na
Ma =) (S5) = 5~ — D (afag). (14)

i€A 7

j) Bvaer (a}a;) ved temperatur T'?

k) Finn temperaturavhengigheten av magnetiseringen M4 for lave T. Forklar kort approksi-
masjonene som gjgres.

Oppgave 3

Forklar meget kort hva som er de sentrale ideene bak BCS teorien.



