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Oppgave 1

Anta et elekiron beveger seg i et éndimensjonalt periodisk potensial U(z) med periodisitet
a.

Blochs teorem sier at bglgefunksjonen til dette elektronet kan skrives pa formen
Pak(z) = € uni(z) (1)
hvor uai(z + ma) = une(z), m er et helt tall. De tilhgrende energi-egenverdiene er En;.

a) Vis at Blochs teorem ogsa kan uttrykkes pa formen

k(2 + ma) = * (@) o

b) Gi en tolkning av kvantetallene n og k.



c)

d)
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Vis at k er begrenset til a ligge i forste Brillouin sone, —r/a < k < r/a.

Anta na at det periodiske potensialet er sterkt slik at elektronet er bundet til potensialets
minima (tight-binding model). Under disse forhold kan bglgefunksjonen approksimeres
som

Pnk(z) = Z e*™ b (z — ma) . (3)

Begrunn denne approksimasjonen og gi en tolkning av ¢,(z). Hva slags fysisk system ville
man beskrive med denne modellen og approksimasjonen? Hva representerer ¢,(z) i dette
tilfellet? |

La oss nd se pa den motsatte grensen: Vi lar potensialet U(z) ga mot null. Energi-
egenfunksjonene er i denne grensen i (x) = exp(ikz) og de tilhgrende energi-egenverdiene
er Ei = k% /2m hvor m her er massen til elektronet.

S4 lenge potensialet U{(z) ikke er identisk lik null, kan i felge Blochs teorem bglgefunksjonen
skrives pa formen (1). Siden grenseovergangen U(z)} — 0 er konitunerlig, ma det ogsa veere
mulig a skrive bglgefunskjonen i (z) = exp(ikz) pa denne formen.

e) Gjgr det. Hva er tolkningen av kvantetallet n i dette tilfellet?

f) Skisser energien E,; i fgrste Brillouin sone i denne grensen, U(z) — 0.

g) Vis at bandgapet mellom band n og n + 1 nar U(z) er liten men ikke identisk lik null er

h)

gitt ved

A = 2{$(a4nilUlai)l
hvor k er 0 eller +7 /a.
(Hint: Anta %(z) = ani(z) + bh(nt1)s(z) hvor k er neer k og diagonaliser Schrédinger-
ligningen for systemet.)

Skisser Eqnp i forste Brillouin sone i dette tilfellet (U(z) liten men ikke identisk lik null).

U(z) er fortsatt liten men ikke identisk lik null. Anta videre at det ikke er kun et elektron
i systemet, men at det like mange elektroner som minima i potensialet — systemet er

halvfylt.

i) Hva er kp — fermibglgetallet? Hvorfor er systemet halvfylt med dette antallet av elek-
. troner? )
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Vi antar na at annenhvert mininum i potensialet blir forskjgvet en liten distanse &, ma —
ma + §.

j) Hva skjer med periodisiteten til systemet?

k) Gar den totale elektron-energien til systemet opp eller ned som fglge av denne forskyvnin-
gen?
Oppgave 2

Vi skal i denne oppgaven studere spinnbglger i en éndimensjonal Heisenberg modell.
Hamiltonoperatoren for denne er

H= —JZ Si-Sin (1)
hvor J>00g 5= (S°,S5Y,5%). Vi antar spinnene har kvantetall 1/2.
a) Er koblingen ferromagnetisk eller antiferromagnetisk?

Spinnene S; oppfyller kommutasjonsregelen
[SF,SY] = ib;; 5] (2)

og de som fremkommer gjennom syklisk ombytte av z, y og 2. Definer operatorene S =
5% +iSY og S; = S¥ —iS!. Anta videre at tilstandene | ;) og | |i) er egentilstander for
operatoren S7 med egenverdier 1/2 og —1/2.

b) Visat SF| L) =|1), Sty =0, S7| 1) = | L) og Si7| Li) =0.

Holstein-Primakoff transformasjonen er

Si=1/2- a,?a,- , (3)
Sf = (1 - ala;)*/?a; (4)

og
S; = al(1 - ala;)'? (5)

hvor [a,-,a_‘;-] = di;, [ai,a;] =0 og [a!,a;] =0.
c) Vis at Hamilton-operatoren (1) i grensen hvor (ala;) < 1/2 kan skrives
H = Eq + JZ (a!ﬂi - a:-'ﬂi+1) : (6)
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d) Diagonaliser s& denne Hamiltonoperatoren gjennom & innfgre de Fouriertransformerte til
a; og a:’ operatorene,

ag = % Zaiei’”‘ (7)

og
1 § : t _—igz;
a; = ﬁ ._ a,-e 1 . (8)

Her er N antallet spinn i kjeden og z; er posisjonen til spinn 3.
e) Hva er dispersjonsrelasjonen w, til spinnbglgene i denne modellen for sma ¢?
f) Magnetiseringen av systemer er gitt ved

M=y 55 ©)

Hvordan avhenger denne av temperaturen T for sma T'?

(Hint: {a}ae) = 1/(ee/T - 1)7)

ave

a) Regn ut elektronpropagatoren G(k,w) til annen orden i vekselvirkningen mellom elektroner
og fononer. Denne er gitt ved

v=¥% MeAgel, _ ci, (1)
Eviv’
og
A; =az+ G} . (2)
Den frie elektronpropagatoren er
- 1
Go(k,w) = w_—m (3)
og den frie fononpropagatoren er
- 2wz
Do(q,w) = o (4)

. (Det er ikke ngdvendig & regne ut alle integralene.)



