UNIVERSITETET I TR ONDHEIM

NOR GES TEKNISKE HØGSK OLE

GR UPPE F OR TEORETISK FYSIKK

F aglig k on takt under eksamen:

Prof. K ˚ are Olaussen

Tlf. 3652

EKSAMEN I F A G 74943

Matematisk e approksimasjonsmeto der i fysikk en

T orsdag 13. desem b er 1990

Tid: Kl. 0900–1300

Tillatte hjelp emidler: Alternativ B

Go dkjen t lommek alkulator tillatt

K.Rottmann: Matematische F ormelsammlung

Eksamensoppga v en b est ˚ ar a v 2 sider.

1. Se p ˚ a differensialligningen

[

d

2

dx

2

+ d

xdx

+

1

x

4

]

y ( x ) = 0 .

(a) Finn og klasssifiser de singulære punktene til denne ligningen.

(b) Bestem de m ulige ledende asymptotisk e oppførsler for y ( x ) n ˚ ar

i. x → 0.

ii. x → 1.

iii. x → ∞ .

2. (a) F akultetsfunksjonen n ! = Γ( n + 1) har en in tegralrepresen tasjon

n ! =

∫

∞

0 dt t n

e

− t

Ben ytt denne til ˚ a finne den ledende asymptotisk e oppførsel for

i. n ! n ˚ ar n → ∞ (langs p ositiv e relle v erdier).

ii. Γ( n + 1) n ˚ ar n → + i ∞ (langs imaginære v erdier, med ℑ n p ositiv).

F ag 74943 Matematisk e approksimasjonsmeto der i fysikk en Eksamen 13.12.1990 2

(b) Se p ˚ a in tegralet

I ( N ) =

∫

∞

0 dt e

− ( t + N )

2

n ˚ ar N → ∞ .

i. Bestem alle leddene i den asymptotisk e rekk en for I ( N ) n ˚ ar N → ∞ .

ii. F or en gitt stor N , estimer det optimale an tallet ledd som bør tas med i denne

rekk en for ˚ a oppn ˚ a b est nøy aktighet.

iii. F or en gitt stor N , estimer h vilk en nøy aktighet som k an oppn ˚ as fra denne rekk en

(uten resummmasjon).

3. Se p ˚ a randv erdiproblemet

εy

′′

( x ) + a ( x ) y

′

( x ) + y ( x ) = 0 , y ( − 1) = y (1) = 1

i grensen ε → 0. V ed h vilk e p osisjoner f ˚ ar vi grensesjikt, og h v ordan sk alerer t ykk elsen a v

disse med ε , n ˚ ar

(a) a ( x ) = 1 + x

2

, som p ˚ a figuren under

(b) a ( x ) = sin (

3 π

2 x ), som p ˚ a figuren under

(c) a ( x ) = − (1 + x ) sin [ π

4

(1 + x )], som p ˚ a figuren under

4. Finn ledende ordens løsning til startv erdiproblemet

¨ y + e εt

y = 0 , med y (0) = 1, ẏ (0) = 0 .

n ˚ ar ε → 0

+

.