Fag 74943 Matematiske approksimasjonsmetoder i fysikken

LASNINGSFORSLAG TIL EKSAMEN 13.12.1990

1. Ligningen var

(a) Vi

d* 1d 1

ser direkte at (1) har et irreguleert singuleert punkt i z = 0. Ved transformasjonen

t=1/z, Y(t) = y(x), dvs.

1d _ ., d & _f L,d\* ., d d
za“‘(“a)' m“(‘ia =ttty

far vi ligningen

[d2 ld

som sees 4 ha et regulart singulert punkt i ¢ = 04 z = co.

(b) i. Nar z — 0 gjer vi den eksponensielle substitusjonen,

i.

S

y=ev,

og finner
1
(845428 =0 3)

Antar at §” € (5')? nir £ — 0. Ledende balanse blir da
1 1 ] 1
N2 4 ¢t f -
(5) +xS +—I4=>S ¢—£2+O(z),

som er konsistent med antagelsen. Merk at ogsd x~!5'-leddet i (3) er neglisjerbart
til ledende orden. Vi skriver sa

S=So+ S+ =k +S 4

som innsatt gir

1 {2 2 1
2551 + 50 + —Sp = Fi (FSi -5t ~) =0,

o
dvs. |
S = 5 8, =log+/x.
Mulig asymptotisk oppfgrsel nar  — 0 er altsa
y(z) ~ \/Eeii”'_l. | 4)
Siden z = 1 er et ordinaert punkt for (1) ma
wz) ~ 1, eller y(z) ~(z - 1), (5)

.
nar z — 1.
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iii. Siden z = oo er et regulaert singulert punkt antar vi at y(z) ~ =¥ nar z — co.
Dette fgrer til indicieligningen

viv+1)—v=r?=0,
med lgsning v = 0 (dobbeltrot). Altsa vil
y(z) ~ 1, eller yl{x) ~ logz, (6)
nar £ — oo,

Kommentar: Ligning (2) er Bessel-ligningen (av orden 0), si den generelle Igsningen til (1)
er
¥(z) = crJo(z™1) + e2Yo(2™),

med asymptotiske opplgrsler slik vi bar funnet over.
2. (a) Integralet var
o0 00
nl=T(n+1) =/ dtre~? sf dt e#(t). (7)
0 0
i. Integranden har et bevegelig maksimum 2, der

n
Pltm) = 1~ —1=0,

dvs. t,, = n. Videre er
n 1

t

b

n

W”(tm) =~
m

slik at sadelpunktmetoden gir

’ (o]
1m¢(t)j Lozt = [ 2% co(tm)
n! ePiim _mduexp 5% (tm)u —(p”(tm)e m

= Vamenlogn-n, ®

Her faller den opprinnelige integrasjonsveien sammen med ’steepest decent’-veien,
slik at vi ikke trenger & bekymre oss om deformasjon av integrasjonvei.

ii. Vi kan gjenta den samme prosedyren nar n — iv = /2y (v — o). Dersom
integrasjonsveien kan deformeres til & g& gjennom sadelpunktet pa en ’steepest
decent’ vei ma vi f (ved & substituere n — ¢!™/2y i ligning (8))

T+ i)~ fompe— (70 [2) J{viogy — v+ 7f4) (9)

Det gjenstdr & finne ’steepest decent’ velen, og a verifisere at deformasjonen er
mulig. Vi gir forst til polarkoordinater, ¢t = pet® 1 sadelpunktet, t,, = velm/ 4 er
D = vlog v — v. 'Steepest descent’ veien, som ma tiifredsstille ligningen

Sp(t) =viogp — psing = viegry — v, (10)

kan parametriseres som

sing = —eflog &, (11)

der £ = v/ep. Analyse nzr sadelpunktet viser at ’steepest descent’ veien krysser
den imaginare aksen under vinkel 7/4, og at vi har en ’steepest ascent’ vei som
krysser den imaginazre aksen under vinkel —r/4. Vi ser videre at sing = 0 (dvs.
¢=0,7)for £ =1 ogfor £ — co. 'Steepest descent’ veien vil derfor ikke fjerne seg
uakseptabel mye fra positiv reell akse for store p (dvs. sma £). Den krysser negativ
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(b)

reell akse 1 punktet ¢ = —v/e. For a deformere den opprinnelige integrasjonsveien
over 1 ’steepest decent’ veien ma vi derfor addere et integral fra ¢ = 0 til ¢t =
—vfe (med en liten positiv imaginardel). Men pa denne veien er integranden
e#(t) < V(T — 3_1), som er eksponensielt lite i forhold til verdien i sadelpunktet
(|e5°(tm)| = e-—wr/2), slik at bidraget til integralet fra dette intervallet er subdomi-
nant og kan neglisjeres. Resultatet (9) er derfor korrekt.

En ngyaktig figur av lgsningen til (10) er som fglger:

Her er den deformerte integrasjonsveien lik kurven
0=(0,0) - A= (-v/e,e) = B=(0,v) = € = (00,00},
med sadelpunktet 1 B.

Kommentar: Steepest ascent veien, (B — D — A — B) er som hentet fra en Escher’sk
verden: Vi gir stadig i motbakke, men ender likevel titbake ved utgangspunktet. Arsaken
er at RNy ikke er en entydig definert funksjon, men gker med 2xv nar vi foretar rundturen

(B

1.

i.

ii.

~ D -+ A~ B).

Vi har
I(N) =] dre—(t+N)? e‘NZ./ dt ¢~ 2N e_t2
0 0

_ 1 N2 7 —u, —u/4N?
= o€ jﬂ due %e (12)

_1 —sz(-l)k(l)% :
= o§¢ ; 7 N (2k).

Vi bgr ta med ledd i rekken 3, ay til koeffisientene ax begynner a vokse igjen, dvs.

il (LT (2’5 + 1)(2k + 1) 1 -1
aj E+1 4N2 '
shik at
kop & N2 (13)

Den oppnaelige ngyaktigheten kan forventes 4 vaere av samme stgrrelsesorden som
det siste leddet vi tok med, dvs. omtrent lik
a %E—N"' V3e— ko log ko + (1 + log 4)k,)

@

L N2[log(4N?) + 2
T [log(4N®)+ 2] (14)
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3. I denne oppgaven skulle vi gi en kvalitativ analyse av randverdiproblemet
ey’ (z) + a(z)y/ (z) + y(z) = 0, y(-D)=y(1)=1.

(a) Med a(z) = 1+ 22, som i figuren under

-1-0.5 0.5 1

far vi etter de generelle reglene et grensesjiikt av tykkelse ¢ ved z = —1. (Siden
a(z) # 0 i det aktuelle intervallet (=1, 1) kan vi ikke ha indre grensesjikt. Siden videre
a(z) > 0 er det bare konsistent & ha grensesjiktet ved venstre rand.) Vi kan teste denne
konklugjonen mot numerisk Igsning av problemet, som i figuren under:

o3 3

b} Med a(z) = sin(3Tz), som i figuren under
2

1
0.
-1 40.5 0. 1
-0.
-1
far vi etter de generelle reglene grensesjikt av tykkelse ¢ ved 2 = —1 og z = —1, med

y(z) ~ 0 inne i intervallet (—1,1). (Siden a(—1) > 0 og a(1) < 0 er begge rendene
tillatte posisjoner for grensesjiikt av tykkele e. Siden a(0) = 0, med a’(0) > 0, er
dette en tillatt posisjon for et indre grensesjikt av tykkelse \/£. Men siden a(:l:%) =0,
med a’(£2) < 0 vil vi fi en indre lgsninger som vokser eksponensielt nar & — 0,
dersom ikke y(+%) ~ 0.) Vi kan teste denne konklusjonen mot en numerisk lgsning av
problemet, som i figuren pa nesie side:
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14
0.8
0.6t
0.4
0.2
= 0.5 /____9__5/ 1
_0' y

Som vi ser overlever en viss struktur i lgsningen ved det indre nullpunktet z = 0 for
a(z).
(c) Med a(z) = —(1 + z)sin[5(1 + )], som i figuren under

kan vi etter de generelle reglene ha et grensesjikt av tykkelse ¢ ved z = 1. Punktet

# = —1 mai analyseres videre, siden a(z) har en dobbeltrot der. Den ytre ligningen blir
ner r = —1
DL — (15)
Tx(e+ 1)2y ’
med lgsning
4 1
~ _—— —_ A _ +, ’
y(x) C’exp( 1r:l:+1) Onarz — —1 (16)

Det er derfor ikke mulig 4 oppfylle venstre randbetingelse med den ytre Igsningen alene,
84 vi md ha en form for grensesjikt ved z = —1 ogsi. For i analysere oppfgrselen her
innfgrer vi indre variable

X =(2+1)/6 Y(X)=y(z+1),
og finner vi il ledende orden ved z = —1:

. .

=Y (X)+ XY X)+Y(X)=0. (17)

Vi finner at dominerende balanse kan opptre mellom fgrste og tredje ledd i denne
ligningen, med 6 = /2. Dette gir en indre lgsning av formen

Y(X)=cos X +Csin X, (18)
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som altsa ikke svarer til et grensesjikt av konvensjonell type, men i stedet er av "WKB-
type’. For a finne tykkelsen pa oscillasjons-omradet transformerer vi ligningen til stan-
dard WKB form (nar « = ~1)

e f"(z) +Q(z)f(z) = 0,
ved & innfgre .
u(z) = exp [ (= + D7) (=),
Det gir ,
ef"+[1—%(z+l)2+---]f=0. (19)

Overgangen fra oscillerende til exponensiell oppfarsel skjer altsi ved vendepunktet
(Q(=)=0) .
z4+1l= -7;\/2_5. (20)

Lgsningen har altsd et oscillerende grensesjikt av tykkelse \/¢ ved £ = —1. Til hgyre
for dette grensesjiktet vil lgsningen generelt vokse eksponensielt med 1.

Det er en stor numerisk utfordring a teste disse konklusjonene mot numerisk lgsning
av problemet, men et begynnende mgnster kommer til syne ettersom vi minsker £, For
& = 0.05 blir lgsningen som i figuren under:

Det oscillerende grensesjiktet er ikke spesielt tydelig over, siden det hgyst kan sies &
inneholde en halv oscillasjon. For £ = 0.001 blir den numeriske lgsningen som i figuren
pa neste side:
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1507
1257
1007
754
501

251

Selv om ikke oscillasjoner er det mest prominente trekk ved denne figuren heller, ser vi
indikasjoner pa at det er i ferd med a utvikle seg en struktur naer £ = —1. Nar vi bare
fokuserer oppmerksomheten pa dette omradet finner vi omtrent én oscillasjon:

4. Ligningen var

7+ ey =0, med y(0) = 1,§(0) = 0. (21)
Ved & gjgre substitusjonen r = et, Y(7) = y(t} fas ligningen
¥ +eTY =0,

som er pa naturlig form for WKB-approksimasjonen. Vi skriver partikularlgsninger pa
formen

f(T) — GS(T)/E’

og finner ligningen

.‘_';'2+BT=—E.§
Vi skriver § = S+ &S; + - - - og finner '
s = wieT/2, G =14 1
Sg—ﬂ:tc ) S[— 2dTSO 4,
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slik at to partikuler-lgsninger er
Fe(r) = e~ T/4 exp [:ti;(er/z - 1)] .

Losningen pa (21) er en linezrkombinasjon av disse. Ved & ta hensyn til startbetingelsene

finner vi
Y(r)=e T/ cos E(e'fﬂ - 1)] + 0(¢). (22)
Kommentar: Substitusjonen
= 3651/2

transformerer ligning (21) til Bessel-ligningen

@ 1d
[m*zaz“]y(’)-“’

slik at den eksakte lpsningen kan uttrykkes ved Bessel-funksjoner

_ BB t?) - (2)%e(3eH?)

Ved & sette inn de asymptotiske utviklingene for Jo(z) og Yo(x) for store z,

Jo(z) ~ \/g{cos (1‘ - ;) + O(:c"l)} ,
Yo(z) ~ \/g{sin (z-7) +o=™},

i ligning (23), gienfinner man lgsningen (22).



