F ag 74943 Matematisk e approksimasjonsmeto der i fysikk en

LØSNINGSF ORSLA G TIL EKSAMEN 13.12.1990

1. Ligningen v ar

[

d

2

dx

2

+

1

x d

dx

+

1

x

4

]

y ( x ) = 0 . (1)

(a) Vi ser direkte at (1) har et irregulært singulært punkt i x = 0. V ed transformasjonen

t = 1 /x , Y ( t ) = y ( x ), dvs.

1

x d

dx

= t

(

− t

2 d

dt

)

, d

2

dx

2

=

(

− t

2 d

dt

)

2

= t

4 d

dt

2

+ 2 t d

dt

,

f ˚ ar vi ligningen

[

d

2

dt

2

+

1

t d

dt

+ 1

]

Y ( t ) = 0 , (2)

som sees ˚ a ha et regulært singulært punkt i t = 0 ⇔ x = ∞ .

(b) i. N ˚ ar x → 0 g jør vi den eksp onensielle substitusjonen,

y = e

S

,

og finner

( S

′

)

2

+ S

′′

+

1

x

S

′

+

1

x

4

= 0 . (3)

An tar at S

′′

≪ ( S

′

)

2

n ˚ ar x → 0. Ledende balanse blir da

( S

′

)

2

+

1

x

S

′

+

1

x

4

⇒ S

′

= ∓ i

x

2

+ O (

1

x

) ,

som er k onsisten t med an tagelsen. Merk at ogs ˚ a x

− 1

S

′

-leddet i (3) er neglisjerbart

til ledende orden. Vi skriv er s ˚ a

S = S

0

+ S

1

+ · · · ≡ ± i

x

+ S

1

+ · · ·

som innsatt gir

2 S

′

0

S

′

1

+ S

′′

0

+

1

x

S

′

0

= ∓ i

(

2

x

2

S

′

1

−

2

x

3

+

1

x

3

)

= 0 ,

dvs.

S

′

1

=

1

2 x

⇒ S

1

= log

√

x .

Mulig asymptotisk oppførsel n ˚ ar x → 0 er alts ˚ a

y ( x ) ∼

√

x e

± ix

− 1

. (4)

ii. Siden x = 1 er et ordinært punkt for (1) m ˚ a

y ( x ) ∼ 1 , eller y ( x ) ∼ ( x − 1) , (5)

n ˚ ar x → 1.

iii. Siden x = ∞ er et regulært singulært punkt an tar vi at y ( x ) ∼ x

− ν

n ˚ ar x → ∞ .

Dette fører til indicieligningen

ν ( ν + 1) − ν = ν

2

= 0 ,

med løsning ν = 0 (dobb eltrot). Alts ˚ a vil

y ( x ) ∼ 1 , eller y ( x ) ∼ log x, (6)

n ˚ ar x → ∞ .

Kommentar : Ligning (2) er Bessel-ligningen (a v orden 0), s ˚ a den generelle løsningen til (1)

er

y ( x ) = c

1

J

0

( x

− 1

) + c

2

Y

0

( x

− 1

) ,

med asymptotisk e oppførsler slik vi har funnet o v er.

2. (a) In tegralet v ar

n ! = Γ( n + 1) =

∫

∞

0 dt t n

e

− t

≡

∫

∞

0 dt e φ ( t )

. (7)

i. In tegranden har et b ev egelig maksim um t

m

, der

φ

′

( t

m

) = n

t

m

− 1 = 0 ,

dvs. t

m

= n . Videre er

φ

′′

( t

m

) = − n

t

2

m

= −

1

n

,

slik at sadelpunktmeto den gir

n ! ≈ e φ ( t

m

)

∫

∞

−∞ du exp

{

1

2 φ

′′

( t

m

) u

2

}

=

√

2 π

− φ

′′

( t

m

) e φ ( t

m

)

=

√

2 π n e n log n − n

. (8)

Her faller den opprinnelige in tegrasjonsv eien sammen med ’steep est decen t’-v eien,

slik at vi ikk e trenger ˚ a b ekymre oss om deformasjon a v in tegrasjon v ei.

ii. Vi k an g jen ta den samme prosedyren n ˚ ar n → iν = e iπ / 2

ν ( ν → ∞ ). Dersom

in tegrasjonsv eien k an deformeres til ˚ a g ˚ a g jennom sadelpunktet p ˚ a en ’steep est

decen t’ v ei m ˚ a vi f ˚ a (v ed ˚ a substituere n → e iπ / 2

ν i ligning (8))

Γ(1 + iν ) ≈

√

2 π ν e

− ( π ν / 2)

e i ( ν log ν − ν + π / 4)

. (9)

Det g jenst ˚ ar ˚ a finne ’steep est decen t’ v eien, og ˚ a v erifisere at deformasjonen er

m ulig. Vi g ˚ ar først til p olark o ordinater, t = ρ e iϕ

. I sadelpunktet, t

m

= ν e iπ / 4

, er

ℑ φ = ν log ν − ν . ’Steep est descen t’ v eien, som m ˚ a tilfredsstille ligningen

ℑ φ ( t ) = ν log ρ − ρ sin ϕ = ν log ν − ν , (10)

k an parametriseres som

sin ϕ = − eξ log ξ , (11)

der ξ = ν /eρ . Analyse nær sadelpunktet viser at ’steep est descen t’ v eien krysser

den imaginære aksen under vink el π / 4, og at vi har en ’steep est ascen t’ v ei som

krysser den imaginære aksen under vink el − π / 4. Vi ser videre at sin ϕ = 0 (dvs.

ϕ = 0 , π ) for ξ = 1 og for ξ → ∞ . ’Steep est descen t’ v eien vil derfor ikk e fjerne seg

uakseptab el m y e fra p ositiv reell akse for store ρ (dvs. sm ˚ a ξ ). Den krysser negativ reell akse i punktet t = − ν /e . F or ˚ a deformere den opprinnelige in tegrasjonsv eien

o v er i ’steep est decen t’ v eien m ˚ a vi derfor addere et in tegral fra t = 0 til t =

− ν /e (med en liten p ositiv imaginærdel). Men p ˚ a denne v eien er in tegranden

e φ ( t )

≤ e

− ν ( π − e

− 1

)

, som er eksp onensielt lite i forhold til v erdien i sadelpunktet

( | e φ ( t

m

)

| = e

− ν π / 2

), slik at bidraget til in tegralet fra dette in terv allet er subdomi-

nan t og k an neglisjeres. Resultatet (9) er derfor k orrekt.

En nøy aktig figur a v løsningen til (10) er som følger:

Her er den deformerte in tegrasjonsv eien lik kurv en

O ≡ (0 , 0) → A ≡ ( − ν /e, ε ) → B ≡ (0 , ν ) → C ≡ ( ∞ , ∞ ) ,

med sadelpunktet i B .

Kommentar : Steep est ascen t v eien, ( B → D → A → B ) er som hen tet fra en Esc her’sk

v erden: Vi g ˚ ar stadig i motbakk e, men ender lik ev el tilbak e v ed utgangspunktet.

˚

Arsak en

er at ℜ φ ikk e er en en t ydig definert funksjon, men øk er med 2 π ν n ˚ ar vi foretar rundturen

( B → D → A → B ).

(b) i. Vi har

I ( N ) =

∫

∞

0 dt e

− ( t + N )

2

= e

− N

2

∫

∞

0 dt e

− 2 N t

e

− t

2

=

1

2 N e

− N

2

∫

∞

0 du e

− u

e

− u

2

/ 4 N

2

(12)

=

1

2 N e

− N

2

∞

∑

k =0

( − 1) k

k !

(

1

2 N

)

2 k

(2 k )! .

ii. Vi bør ta med ledd i rekk en

∑

k a

k til k o effisien tene a

k b egynner ˚ a v okse ig jen, dvs.

til

a

k +1

a

k

=

(2 k + 1)(2 k + 1)

k + 1

1

4 N

2

= 1 ,

slik at

k

opt

≈ N

2

. (13)

iii. Den oppn ˚ aelige nøy aktigheten k an forv en tes ˚ a være a v samme størrelsesorden som

det siste leddet vi tok med, dvs. om tren t lik

a

k

o

≈

1

2 N e

− N

2

√

2 e

− [ k

o log k

o

+ (1 + log 4) k

o

]

=

1

N e

− N

2

[ log (4 N

2

) + 2]

. (14)

3. I denne oppga v en skulle vi gi en kv alitativ analyse a v randv erdiproblemet

εy

′′

( x ) + a ( x ) y

′

( x ) + y ( x ) = 0 , y(-1)=y(1)=1.

(a) Med a ( x ) = 1 + x

2

, som i figuren under

f ˚ ar vi etter de generelle reglene et grensesjiikt a v t ykk else ε v ed x = − 1. (Siden

a ( x ) ≠ 0 i det aktuelle in terv allet ( − 1 , 1) k an vi ikk e ha indre grensesjikt. Siden videre

a ( x ) > 0 er det bare k onsisten t ˚ a ha grensesjiktet v ed v enstre rand.) Vi k an teste denne

k onklusjonen mot n umerisk løsning a v problemet, som i figuren under:

(b) Med a ( x ) = sin (

3 π

2 x ), som i figuren under

f ˚ ar vi etter de generelle reglene grensesjikt a v t ykk else ε v ed x = − 1 og x = − 1, med

y ( x ) ≈ 0 inne i in terv allet ( − 1 , 1). (Siden a ( − 1) > 0 og a (1) < 0 er b egge rendene

tillatte p osisjoner for grensesjiikt a v t ykk ele ε . Siden a (0) = 0, med a

′

(0) > 0, er

dette en tillatt p osisjon for et indre grensesjikt a v t ykk else

√

ε . Men siden a ( ±

2

3

) = 0,

med a

′

( ±

2

3

) < 0 vil vi f ˚ a en indre løsninger som v okser eksp onensielt n ˚ ar ε → 0,—

dersom ikk e y ( ±

2

3

) ≈ 0.) Vi k an teste denne k onklusjonen mot en n umerisk løsning a v

problemet, som i figuren p ˚ a neste side:

Som vi ser o v erlev er en viss struktur i løsningen v ed det indre n ullpunktet x = 0 for

a ( x ).

(c) Med a ( x ) = − (1 + x ) sin [ π

4

(1 + x )], som i figuren under

k an vi etter de generelle reglene ha et grensesjikt a v t ykk else ε v ed x = 1. Punktet

x = − 1 m ˚ a analyseres videre, siden a ( x ) har en dobb eltrot der. Den ytre ligningen blir

nær x = − 1

y

′

( x ) ≈

4

π

1

( x + 1)

2 y ( x ) , (15)

med løsning

y ( x ) ∼ C exp

(

−

4

π

1

x + 1

)

→ 0 n ˚ ar x → − 1

+

. (16)

Det er derfor ikk e m ulig ˚ a oppfylle v enstre randb etingelse med den ytre løsningen alene,

s ˚ a vi m ˚ a ha en form for grensesjikt v ed x = − 1 ogs ˚ a. F or ˚ a analysere oppførselen her

innfører vi indre v ariable

X = ( x + 1) /δ , Y ( X ) = y ( x + 1) ,

og finner vi til ledende orden v ed x = − 1:

ε

δ

2

Y

′′

( X ) + δ X

2

Y

′

( X ) + Y ( X ) = 0 . (17)

Vi finner at dominerende balanse k an opptre mellom første og tredje ledd i denne

ligningen, med δ =

√

ε . Dette gir en indre løsning a v formen

Y ( X ) = cos X + C sin X , (18) som alts ˚ a ikk e sv arer til et grensesjikt a v k on v ensjonell t yp e, men i stedet er a v ’WKB-

t yp e’. F or ˚ a finne t ykk elsen p ˚ a oscillasjons-omr ˚ adet transformerer vi ligningen til stan-

dard WKB form (nær x = − 1)

ϵ

2

f

′′

( x ) + Q ( x ) f ( x ) = 0 ,

v ed ˚ a innføre

y ( x ) = exp

[

π

24 ε

( x + 1)

2

]

f ( x ) .

Det gir

εf

′′

+

[

1 − π

2

32 ε

( x + 1)

2

+ · · ·

]

f = 0 . (19)

Ov ergangen fra oscillerende til exp onensiell oppførsel skjer alts ˚ a v ed v endepunktet

( Q ( x ) = 0)

x + 1 =

4

π

√

2 ε . (20)

Løsningen har alts ˚ a et oscillerende grensesjikt a v t ykk else

√

ε v ed x = − 1. Til høyre

for dette grensesjiktet vil løsningen generelt v okse eksp onensielt med ε

− 1

.

Det er en stor n umerisk utfordring ˚ a teste disse k onklusjonene mot n umerisk løsning

a v problemet, men et b egynnende mønster k ommer til syne ettersom vi minsk er ε . F or

ε = 0 . 05 blir løsningen som i figuren under:

Det oscillerende grensesjiktet er ikk e sp esielt t ydelig o v er, siden det høyst k an sies ˚ a

inneholde en halv oscillasjon. F or ε = 0 . 001 blir den n umerisk e løsningen som i figuren

p ˚ a neste side:

Selv om ikk e oscillasjoner er det mest prominen te trekk v ed denne figuren heller, ser vi

indik asjoner p ˚ a at det er i ferd med ˚ a utvikle seg en struktur nær x = − 1. N ˚ ar vi bare

fokuserer oppmerksomheten p ˚ a dette omr ˚ adet finner vi om tren t ´ en oscillasjon:

4. Ligningen v ar

¨ y + e εt

y = 0 , med y (0) = 1 , ẏ (0) = 0. (21)

V ed ˚ a g jøre substitusjonen τ = εt , Y ( τ ) = y ( t ) f ˚ as ligningen

ε

2

¨

Y + e τ

Y = 0 ,

som er p ˚ a naturlig form for WKB-approksimasjonen. Vi skriv er partikulærløsninger p ˚ a

formen

f ( τ ) = e

S ( τ ) /ε

,

og finner ligningen

˙

S

2

+ e τ

= − ε

¨

S

Vi skriv er S = S

0

+ εS

1

+ · · · og finner

˙

S

0

= ± i e τ / 2

,

˙

S

1

= −

1

2 d

dτ

˙

S

0

= −

1

4

, slik at to partikulær-løsninger er

f

±

( τ ) ≈ e

− τ / 4

exp

[

± i

2

ε

( e τ / 2

− 1)

]

.

Løsningen p ˚ a (21) er en lineærk om binasjon a v disse. V ed ˚ a ta hensyn til startb etingelsene

finner vi

Y ( τ ) = e

− τ / 4

cos

[

2

ε

( e τ / 2

− 1)

]

+ O ( ε ) . (22)

Kommentar: Substitusjonen

z =

2

ε e εt/ 2

transformerer ligning (21) til Bessel-ligningen

[

d

2

dz

2

+

1

z d

dz

+ 1

]

y ( z ) = 0 ,

slik at den eksakte løsningen k an uttrykk es v ed Bessel-funksjoner

y ( t ) =

Y

′

0

(

2

ε

) J

0

(

2

ε e εt/ 2

) − J

′

0

(

2

ε

) Y

0

(

2

ε e εt/ 2

)

Y

′

0

(

2

ε

) J

0

(

2

ε

) − J

′

0

(

2

ε

) Y

0

(

2

ε

)

. (23)

V ed ˚ a sette inn de asymptotisk e utviklingene for J

0

( x ) og Y

0

( x ) for store x ,

J

0

( x ) ∼

√

2

π x

{

cos

(

x − π

4

)

+ O ( x

− 1

)

}

,

Y

0

( x ) ∼

√

2

π x

{

sin

(

x − π

4

)

+ O ( x

− 1

)

}

,

J

′

0

( x ) ∼ −

√

2

π x

{

sin

(

x − π

4

)

+ O ( x

− 1

)

}

,

Y

′

0

( x ) ∼

√

2

π x

{

cos

(

x − π

4

)

+ O ( x

− 1

)

}

,

i ligning (23), g jenfinner man løsningen (22).