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Lgsningsforslag

Eksamen 1. desember 2008
TFY4250 Atom- og molekylfysikk /FY2045 Kvantefysikk

Oppgave 1

a. eFor 1#0 og E=—Fp <0 harden tidsuavhengige Schrodingerligningen for-
men
"o_ 2mEB

P = 72 v =Ky, med m=~./2mEB/h2.

Denne har lgsningene e***. For z >0 maen energiegenfunksjon da ha formen ¢ = Ce"2,

For z <0 ma vitilsvarende ha ¢ = C'e—"= , der C' ma settes lik C for 4 gi en kontin-
uerlig lgsning.

Ce™ Com®X
> - X
Diskontinuitetsbetingelsen i origo gir da
%M—%’mz—m—n:—?—f, dvs m:T;—zﬁ.
Dermed blir energien entydig gitt ved

Vi har altsa bare én bundet tilstand, med bindingsenergeien Fpg = 1,32 /(2h2).

b. elnnsetting i den tidsuavhengige Schrédingerligningen gir

2mkE "
1:2 Y = ¢ = —k%py.

Vi har altsa

R’k 1
E=— = =V2mkE.
2m . k A
eVed innsefting for = < 0 finner vi sannsynlighets-strgmtettheten
h dy ; — :
c * L —ikz * ikz ikr —ik
ji = Re [1,0] ey *da:] Re [(e + B7e )m (e Be™*)

— h—ké}%e [1 _ [BIQ 4 B*e2iks _ Be-?ikm]
m

hk
= Zo|ppt
™m m
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idet de to siste leddene i parentesen tilsammen er 2i¥m(B*e?**). Sannsynlighetsstrgm-
tettheten til venstre for origo har altss formen

o Rk . Rk
Jr=jitge=ji=lirl, med ji=— og Jr=_|B|2E‘

Her er j; og j. sannsynlighets-strgmtetthetene som kan assosieres med henholdsvis den
innkommende bglgen 9; og den reflekterte balgen ,.

efor = >0 skal energiegenfunksjonen ha formen Ce™**, Lgsningen e ** skal ikke
veere med, fordi den svarer til partikler som kommer inn mot brgnnen fra hgyre, og det
skal vi jo ikke ha i dette spredningstilfellet.

c. eoRefleksjonskoeffisienten (sannsynligheten for refleksjon) er forholdet mellom den re-
flekterte strgmmen og den innkommende,

gl _jgpo 1 _ 1 1

i 1+ 2k~ 1 B 1+ E/Eg

m2G2 ma2

der Eg=mf*/(2h%) er bindingsenergien funnet i pkt. a. Refleksjonskoeffisienten er 25
% for
3mB?
2R
oMed 1 = Ce™™® (for z > 0) gir kontinuiteten (av ¢) og diskontinuitetsbetingelsen
for ¢/ de to betingelsene

E=3Ep =

1+ B=C
% 1 8 om 1-B 2B
- B 2m m = 2
e 1+B 118

Ved a lgse den siste med hensyn pa B finner vi

1

B=—" qed
R2k
1+?’m_,ﬁ

Oppgave 2

a. eMed H =wS, er energiegentilstandene identiske med Pauli-spinorene x.. Egen-
verdiene bestemmes av

Hys = wS:xe =+ihwxs = Ex x2, => Ey=ztitw.

De stasjonare tilstandene er da y+(t) = x+ exp(—iExt/R), dvs

X+(t) = ( (1) ) e og x-(t) = ( [1]) BER,

der den siste er grunntilstanden.
Vi merker oss at a*b er lik null for begge de to stasjonzre tilstandene. Spinnretningen
er da (o) =&,(|a]*> — [b]*), som er lik &, for x, og lik —&, for y_, slik det skal veere
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for “spinn opp” og “spinn ned”. Disse er tidsuavhengige, slik det selvsagt skal veere for
stasjonere tilstander.

eFordi “Schrédingerligningen” gitt i oppgaveteksten er linezer og homogen, falger det
fra superposisjonsprinsippet at en lineserkombinasjon av de to stasjonzre Igsningene,

med konstante komplekse koeffisienter, X(t) = aox+(t) + box_(t), ogsé oppfyller denne
ligningen, og dermed representerer en akseptabel fysisisk tilstand.

eDette er samtidig den mest generelle tilstanden vi kan ha, fordi de to stasjonere
lgsningene (ev. de to Pauli-spinorene) danner en basis.

b. elfplge malepostulatet skal en maling av S, gi en av egenverdiene til Sy og etterlate
spinnet i den tilhgrende egentilstanden. Da m4 vi kontrollere at den oppgitte tilstanden
virkelig er en egentilstand ti) Syt

0 —i\(1/v2 1/v2
SyX(O):%h(i 0 )(i//ﬁ)xéh( z'//ﬁ ) g.e.d.
Maleresultatet er altsd S, = +1f.

oMed ag =1/ V2 og by =1/ V2 finner vi at 2a3by = i. Den oppgitte formelen gir
da for spinnretningen ved ¢ =0 :

() = & Re(2a8bo) + &, Sm(2abo) + &, (laol? — |bo|?) = é,,

som harmonerer med den mélte verdien av 8

eMed den oppgitte begynnelsestilstanden blir tilstanden ved tiden en linezerkombi-
nasjon av de stasjonzere lgsningene, med a=1/ /2 og by =1 /\/5 :

((t) = ( ((12//\/\/52_);;3;2 ) _ ( af) ) .

Ved tiden t er altsd 2a*(¢)b(t) = ie™*, som er lik —1 for t=7/(2w) og lik —i for
t=m/w. Innsetting i den oppgitte formelen

(o) = &:Re(20*b) + &,3m(2a*b) + 6, (|a]? - [p]2)

gir da

(O‘ )t=7r/2w = —Cs 0g (O‘ >t=7r/w = T8y

Spinnretningen har altsd ved tidene t = n/ (2w) og t = m/w rotert henholdsvis 90 og
180 grader. Dette stemmer med at spinnretningen i et slikt tilfelle vil presesere med
vinkelfrekvensen w, dvs med en periode T = 27 /w.

Oppgave 3

a. eolra trekant-ulikheten falger det at kvantetallet s kan ha verdiene s=0 (med
m=0), s=1 (medm=0,%1)og s=2 (medm = 0, £1,£2), altsa tilsammen 9
tilstander.

°De “nye” tilstandene |s,m) kan skrives som lineserkombinasjoner av de “gamle”
|my}|mg) fordi ogsa de sistnevnte danner en (9-dimensjonal) basis for dette systemet.
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eTilstanden |1,)|1,) er en egentilstand til S, = S;, + S,, med kvantatallet m =
mi+me=1+1=2. Bevis:

Sltl12) = (8i+ 8)l1)[12) = (Sia|11))|12) + |11)(5ee|12))
= A|11)|12) + [11)A]1y) = 2R |11)|12), g.ed.

oTilstanden |2,2) kan som nevnt i prinsippet skrives som en lineserkombinasjon av
gamle tilstander, som da ma ha m = = 2. Siden [1;)[1) er den eneste gamle med

=2 mada
12,2) = |11)]12).

Tilsvarende er [—1;)|—1;) den eneste gamle med m = —2. Derfor er
2, =2) = |=11}|-1z).

b. eFra de oppgitte stigeoperator-formlene fglger det at

12,1) = “-S—|2 2) = h(§1—+§2—)\11>[12>

I

—(]11)]0 01)[12)), q.ed.
\/ﬁ(l 1)]02) +{01)[12) ), qee

oFra formelarket har vi at §_|2,1) = A/6|2,0). Vikan da finne det midterste “trin-
net i stigen” for s =2 slik:

1 ~ 1
12,0) = —=(8i- +52—)E(101)|12) +[11}]02))

;3?‘
(o))

_ 7(|._ )112) +101)]02) +101)[02) + | 11)| = 1g) )
= %(|11)£—12>+2|01)|02>+{—1l)ll2> ): q'e‘d‘

eUtviklingskoeffisientene i denne formelen, som generelt kalles Clebsch-Gordan-koeffisienter,
er sannsynlighetsamplitudene for at en maling av S;, og Sz, vil gi henholdsvis S, =
—Sy, = h, S1z = Sp, =0 eller S, = —8S;, = —h, nar systemet for malingen er
preparert i tilstanden |2,0). Sannsynlighetene er kvadratene av disse amplitudene. Vi
merker oss at 51, og S», begge er uskarpe i tilstanden |2,0).

c. eFra formelarket har viat S_|1,1) = A4/2|1,0). Vi finner da

1,0) = #(& .5 )\}5“11”02)401)“2)
= %u =12} +100)102) = [ =11)[12) = 0,)]02) )
= *\"/‘*—(|1)|— 2) —|—11)12) ), qed.
eSingletten

10,0) = a|11)[=12) + 6|0, )|02) + ¢[—11)[15)
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skal veere ortogonal p& bade

Ly
6

11,0) = ﬁ( |10} =12) — |—11)[12) ).

12,0) = —=(111)|=12) +210:)]05) + |-1,)[15) ) og

-5

Dette gir de to betingelsene

1 1 1 1 1
Sadk Tl b Ze= —g———c=0
\/;a—k 5 -l—\/;c 0 0g \/ia \/50 ,

som gir
c=a og b= —a.
Normeringen krever at 1 = |a|? + [b]2 + |¢[> = 3|al>. Med et passende fasevalg er da
singletten
1
10,0) = \/;( [11)]=12) = [01)[02) + | ~11)| 15) ).
Oppgave 4

a. oMed V(i) = —zef exp(—t?/72) blir overgangsamplituden ved ¢ = 400 til farste
orden i perturbasjonen

aiy = = [ expliwnt) (s VOlb,)d

e&o ag

= 5 f;b}‘ (z/ag) ¥ d3r /‘o:o exp(—1%/72 + iwpit)dt

__Ei%ao VT2 exp(—wf,i1'2/4)/'g[;}k (Z/ao) W d3r

Her er integralet dimensjonslgst, og det m& da ogsd faktoren foran vsere. Kvadrering gir
overgangssannsynligheten

2

H

Py = ()| [ 0F (2/a0) s r

med

2
flr)=x (eé';ag) T2 exp(-—w%i'r?/Q).

eMed z=rcosf =7,/3/(47) Y1y er matrise-elementene

1 3 1 o0
(Wrlzfaolyy) = E;\/E;a—gfo Ry(r) exp(—?"/ao)TsdT./E;Kon X 6;30mo.

Til fgrste orden er altsa overgangssannsynlighetene lik null unntatt for slutt-tilstander

med (=1 og m=0, dvsvihar Al=1 og Am = 0 (i overensstemmelse med
utvalgsreglene).
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b. eFor en gitt overgang i — f, og for fastholdt &, er overgangssannsynligheten Pi_, 7
maksimal nar
OP_;/8t _ exp(~wr?/2)[2r + T (=7wh)]

Py 72 exp(—w},72/2) =5
dvs for
V2
T=— =T,
wfi

Sammenlignet med den naturlige perioden Tj; = 27 /wy; for overgangen i — f ser vi at
“varigheten” 27,, er en brgkdel /2 /7 = 0.45 av denne perioden.
eVi har
Piy(r) _ ()
Py ()~ F(rm)

som har sitt maksimum (lik 1) for 7 =17, og avtar raskt badde nar 7 minker mot null
og nar T vokser fra 7, og oppover.

= (7/m)" exp[l — (7/7m)?],

e m=

0.51

i

3

0 05 3 15 2 25
Z/ Zn
Vi ser at Pi_p(7) gér mot null (som 72/72%) nir 7 — 0. Dette kan vi kalle den
“plutselige” tilnzermelsen: For tilstrekkelig kort “varighet” av perturbasjonen blir over-
gangssannsynligheten neglisjerbar. (Hva som er “tilstrekkelig” her vil avhenge av &.) Vi
ser ogsa at nir T vokser og blir mye stgrre enn 7, s gar Pi—;(7) mot null sveert raskt.

Dette kan vi kalle den adiabatiske tilnsermelsen: For en tilstrekkelig langsomtvarierende
perturbasjon er overgangssannsynligheten neglisjerbar.

c. eProblemet med resultatet

S
f(Tm)

er at P overstiger 1 i et omrade omkring 7.,. Dette er selvsagt umulig. Sannsynligheten for
overgang kan aldri bli sterre enn 1. Resultatet er utledet vha 1.-ordens perturbasjonsteori,
og denne er faktisk bare gyldig si lenge summen av alle overgangs-sannsynlighetene er
mye mindre enn 1. Det ser vi fra den eksakte formelen for amplituden for & finne systemet
i tilstanden v, som oppfyller det koblede ligningssettet

Pioo—210(T) = Pioo—210(Tm) ~0.12 (’f'/"'m)2 exp[l — (T/Tm)g]

Lo !
apt) =64+ /t et Ve () an () dt'
n 0

Forste-ordens-formelen i oppgaveteksten (for ty = —o0 0g t = 00) bygger p4 tilnzermelsen
an(t') = an(—00) = d,;, og denne tilnzrmelsen er jo god bare s lenge sannsynligheten
for 4 finne systemet 1 den opprinnelige tilstanden er tilnsermet lik 1.





