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Oppgave 1

a) En lokal statisk observatgr (i posisjon r) finner (ved mélinger) at den radielle hastigheten til en
partikkel med masse m i et kulesymmetrisk gravitasjonsfelt rundt en masse M er gitt ved

vi= (02 /E)(dr /dr)
= [c2 ~(c* /E*)(1-2MG /r*)(c?+ 77 /rz)}m,

der

tilsvarer energi og dreieimpuls pr. masseenhet, m er partikkel-massen, 7 er egentiden, c er
lyshastigheten, og G er gravitasjonskonstanten. Vis at observatgren da far samme maleresultat som
Newtonsk (ikke-relativistisk) mekanikk ville gi for en slik partikkel som starter med null hastighet i
r—> oo,

b) Ligninger for energibevarelse og dreieimpuls-bevarelse for en partikkel med masse m i et slikt
kulesymmetrisk gravitasjonsfelt rundt en masse M gir bevegelsesligningene (Euler-Lagrange-
ligningene)

(dr/dv)’ =(E? /¢*) - (1- 2MG /re?)c* + B2 17°),

do/dt=1/r%,

dt/dv=E /[(1-2MG /rc*)c*]

Vis at lgsningen for en ren radialbevegelse innover og E >c? kan skrives

w(n)=— (R’ /8mG)"” (Sinhn-n),



nér vi innfgrer en parameter 77 definert ved
r(n)=(Coshn—1)R/2,
og velger grensebetingelsene

7=0, forr=0,
dr/dt =0, forr=—R

Hva blir 7(R, M, r)?

c) For ikke-radiell bevegelsé kan vi innfgre et “effektivt sentrifugal-potensial” V() definert slik
at bevegelsesligningen kan skrives

(dr/de)’ =(E*/¢*)-V(r)

Vis at dette gir den ikke-relativistiske Newtonske bevegelsesligningen for
2MG/rc? << 1,

nér vi tar hvilemasse-energien med i energi-regnskapet.

Oppgitt:
Sinh*(x /2)=(Coshx—1)/2.

Cosh’(x/2)=(Coshx+1)/2,
Sinh(arc Cosh x)*—'(x2 - J)m.

Oppgave 2
a) Cygnus X-1 er en spektroskopisk dobbeltstjerne som bestér av en optisk synlig superkjempe
HDE 226868 (med masse M;) og en usynlig kompanjong (med masse M,). Vi antar at
gravitasjonskraften (tyngde-akselerasjonen) pa overflaten av HDE 226868 er gitt ved
g=GM,/R*=16-10° cm /sek?,
der R er stjernas radius, og G er gravitasjonskonstanten. Bruk uttrykkene
f=(M,sini) /(M, + M,)’,
R =6.62-10°(d[kpc]/ I[kpc]) kom,
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til & finne (tilnermet) en nedre grense for M, uttrykt ved solas masse M, hvis vi antar at M;>>M,, og
observasjoner gir parameter-verdiene

f=0252M
d =2 kpe,

der f er masse-funksjonen, og d er avstanden til stjerna. Hva blir denne grenseverdien for M, egentlig
lik ved en mer ngyaktig tilpasning (Igsning)?

b) En betingelse for en stabil dobbeltstjerne med en synlig og en usynlig komponent, kan vare at
R<RRochea

for den optisk synlige stjerna. En god approksimasjon kan her vere
Repe=0[0.38 + 0.2In(M, /M,)] ,

der
a=(M,+M,)a,/M,,

hvor a; er den store halvakse i ellipsebanen til M;, og a er tilsvarende stgrrelse for relativ-bevegelsen i
dobbeltstjerna. Vis at en nedre grense for M; da er gitt ved et minimum for

M,=(1+q}f /sin’ i,
med betingelsene

f,=(1+¢)0.38+0.2Inq)/sini> x,

f,=(I+q)cosi/sini>x,

der

g=M,/M,,
x:R/(a,sini),

nér vi ogsé antar (observerer) at det ikke er en formgrkelsesvariabel dobbeltstjerne. (Funksjonene f; og
f, er begge masse-funksjoner tilsvarende f definert for My).

c) Anta et kulesymmetrisk legeme (en stjerne) med masse M og radius R. Fotoner kan unnslippe
fra overflaten til et slikt legeme innenfor en vinkel ¥ mellom emisjonsretningen og en normal til
overflaten, der

siny < 32(MG /rc*)(1-2MG /rc?) ",
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for

2MG/c* < R < 3MG/J,

og c er lyshastigheten. Vis at for isotrop emisjon er utstralingen proporsjonal med sin’ ¥ , og at
“black-body radius” R_ malt av en observatgr i r — oo blir lik

R_=3"MG/c’.

Oppgitt:
Solas masse: M o =2 - 10% g,
Gravitasjonskonstanten: G = 6.67 + 10°cm’ g’ sek™.

Oppgave 3

For hydrodynamisk kulesymmetrisk masse-overfgring av gass til et stasjonart ikke-roterende svart hull
med masse M, kan vi anta at gassen har en tilstandsligning

P=Kp",

der P er trykket, p er masse-tettheten, og I" er den adiabatiske indeksen. Lydhastigheten er da gitt
ved

a= (dP/dp)m :(IK'DF—])-I/Z =(1_P/p)1/z.

Skriv opp kontinuitetsligningen og Euler-ligningen som styrer masseoverfgringen, og vis at integrasjon
av Euler-ligningen gir en Bernoullis ligning (i posisjon r), for den gitte tilstandsligningen, lik

u’/2+a’/(I'-1)-GM /r=a’ /(I"-1)=konstant,

der u er partikkel (masse)-hastigheten (strgmnings-hastigheten), og G er gravitasjonskonstanten.

b) Vis at vi fra kontmnuitetsligningen, Euler-ligningen og Bernoullis ligning kan finne en Igsning for
masseoverfgrings-hastigheten M , dvs.

M=4mpu= 475/13(GM/af,)2pwaw )
der
As=(172) T (5-3T) /4]‘(5—31")/(21"—2)

og vi antar grensebetingelsene
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N (ZGM/rcz)m, for r—0,
0, for r—eo,

Vis at Igsningen inkluderer et “kritisk punkt” definert ved en “transsonisk radius” rg, tilsvarende et
punkt der strgmningshastigheten blir lik lydhastigheten. Hva blir rs uttrykt ved I', G, M, og a_?

c) Vis at

|74, for T'=]
S 11/4, for I'=5/3.

Oppgitt:
limxlnx=0,
x>0
limx*=1
x—=0
MERK: Studentene ma primert gjgre seg kjent med sensur ved & oppsgke
sensuroppslagene. Evt. telefonhenvendelser om sensur ma rettes til instituttet.

Eksamenskontoret vil ikke kunne svare pé slike henvendelser.
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